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Osszefoglal6 A dolgozatban a klasszikus Kepler-egyenlet egssegli geometriai
bizonyitasat mutatjuk be az affin transzforméacitdamazasaval.

Abstract: In the paper, we present a simple proof of thassital Kepler's
Equation with the using of the affin transformason

1. Bevezetés

1609-ben jelent meg Johannes Kepler (1571-1630)ehématematikus és csillagasz
Astronomia nova. korszakalkoto five. Ebben a konyvben szerepel adkdsrola elnevezett
bolygdbmozgasi térvények kozil az &lketts. A ma el$ként emlegetett térvény azt a tényt
rogziti, hogy a bolygok ellipszis alaku palyakonrikgenek a Nap kortl ugy, hogy e palyak
k6z6s gyujtopontjaban a Nap all. A masodik torvénerileti sebesség allanddésagat mondja
ki, vagyis azt, hogy a Naptdl a vizsgalt bolygéigzbtt sugar a bolygo valtozé sebesség
mozgasa folytan Ggy halad, hogy koézben edgyemhgysagu idtartamok alatt azonos
nagysagu terileteket sarol. Mas szoval a surdiidearanyos az eltelt édel. E felismerés
fontos kdvetkezménye az volt, hogy a bolygok a Kapelében gyorsabban, mig a Naptol
tavoli palyaiven lassabban mozognak. Fontos kételédgt az ellipszis palyan végighaladé
bolygok esetén a mozgas 6mkni lefolydsa, vagyis annak ismerete, hogy az tadot
idopillanatban az egitest palyajanak mely pontjarozkadik.

Johannes Kepler bolygbmozgasi torvényeit Tycho deh® (1546-1601) dan csillagasz
eszlelési és mérési eredményeinek gondos, kozee & tartd elemzéesével ismerte fel. A
palya alakjat szamos lehetséges sikgorbe tanulmasgoutan a Pergai Apolloniosz (Kr.e.
265 — Kr. e. 190) altal részletesen vizsgalt kulesek kozott taldlta meg. A bolygok
mozgasanak itbeni lefolyasat leiré egyenletet Kepler geometmadszerek felhasznalasaval
vezette le sajat, masodik torvényének felhasznadhs® dolgozat ezen, kékb Kepler-
egyenlet néven elhiresilt dsszefiiggésnek az affimszformaciokra tamaszkod6 egyszer
geometriai bizonyitasat mutatja be.

2. A Kepler-egyenlet

Tekintsik az O szimmetria kozéppontu palyaellipszist, tartozkkdjg Nap aP;
fokuszpontban, ezen ellipszis menfgrkoril kerindg égitest a idopillanatban legyen &,
pontban. Jeldlje = P, P, a Naptol az égitestig huzott radiuszvektort, sytikgfel, hogy a
vizsgalt égitest aP pericentrum ponton a idépontban halad at. Rajzoljuk meg a
palyaellipszis 6korét, majd allitsunk métegest aP, pontban az ellipszis nagytengelyére.
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Jelolje M e mebleges nagytengellyel alkotott metszéspontfata korrel alkotott egyik
metszéspontjat (1. abra).

A kering P, égitest helyzetét mindandopontban egyértelien jellemzi av = PP P, ¥,
amelyetvalodi anomali@ak nevezink. A mozgas kénnyebb tanulmanyozas&«éhwda az
a = 0Q fékor sugardnak pillanatnyi helyzete is jol jellenazP, pont pillanatnyi helyzetét,
hiszen aQ pontbdl a palyaellipszis nagytengelyére bocsij#ileges ellipszisre és
meSleges vetllete éppdn. A Q pont Bkoron elfoglalt helyzetét megadja Bz= POQ<«
szdg, amelyeexcentrikus anomalidak nevezink. Célszesn av és azE szogeket egyarant
radianban mérjuk.

Palya ellipszis
T~Féker

1. dbra. Av valddi anomalia és a£ excentrikus anomalia értelmezése

Feladatunk az ellipszisen végberempalyamenti mozgas d&beni leirdsa, tehat
meghatarozandé @& = v(t) és azE = E(t) fuggvénykapcsolat. Az ehhez szikséges
geometriai ismereteket az aldbbiakban foglaljukzéss

Az affin transzformaciok, vagy réviden affinitdsakz euklideszi sik 6nmagara toréén
bijektiv és egyenestartd leképezései. Az affinkdg@rhuzamossag-, osztoviszony- és
terlletaranytartd leképezések, amelyeket egyéiiminmeghataroz 3 altalanos helyzpbnt
és affin képének megadasa. Fontos tipust képeznddkémezések kozott a tengelyes
affinitasok, amelyeknél a tengely egyenese pontoinki&. Ekkor a pontokat a képukkel
O0sszekd egyenesek parhuzamosak, amelyet a tengelyesta@dfindnyanak nevezink. Ha ez
merbleges a tengely irdnyara, ortogonalis affinitabedzelink.

Legyent az affinitds tengelye?’ a P pont ezen affinitds melletti képB, a PP’ ést
metszéspontja, akkor RP,: PP, arany minden ilyen egymasnak megfélelontpar esetén
azonos erték lesz, amelyet a tengelyes affinitas aranyanak zieve Az affin
transzformaciok részletes targyalasatvRAN [4] konyvében megtalalhatjuk.

Jeldlje ezutan2a vizsgalt pélyaellipszis nagytengelyédt, @kistengelyét és tekintsik azt
az a tengelyes affinitast, amelynek tengelye az ellpsmgytengelye, iranya az ellipszis
kistengelye és aranyma. Ez a leképezés ellipsziskibrét pontosan az ellipszisre képezi le (2.

abra).
A palyaellipszis ésdkore tertletaranya a fentiek szerint éppen affinitas aranya:
o _2
to o a’ (1)
ahonnan az ellipszis terllete:
b _P 2. _ ..
to=—"tg=-"a""m a*b-m. (2)
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2. &bra. Aza sugaru f6kor tengelyes affin képe a 8 nagytengelyi és D kistengelyii ellipszis

Tekintsuk a palyaellipsziB, PP, szektorat, amelynek tertlete Kepler Il. térvéngermt
éppen ugy aranylik a teljes ellipszis tertletélmint ahogyan ®P, ellipszis-iv befutdsahoz
szikségest idétartam aranylik a keririgégitest teljeg sziderikus keringési idejéhez:

tpippy _ 7T
o lt 3)

Feladatunk ezért B, PP, ellipszisszektor terlletének kiszamitdsa. Vegyskreé hogy
ezenP; PP, ellipszisszektor éppenRPQ korszektora tengelyes affinitas melletti képe, ezért
a fentiek szerint

tPlPPz — 2 (4)

[2:39:20) a
teljesul, ahonnan atrendezéssel

b
tp,pp, = " tpPQ )
adodik (3. abra).
Q
0 P, M |P

3. abra. AP1PQ korszektor tengelyes affin képe @1PP: ellipszisszektor
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Figyeljuk azonban meg, hogyPaPQ korszektort dallithatjuk, ha azZOPQ koércikkbdl
elhagyjuk a0 P, Q haromszoget, ezért fennall a

tp,pg = torg — tor,Q (6)
Osszefuggés (4. abra).

4. abra. AP1PQ korszelet eballitasa azOPQ korcikk és azOP1Q haromszdg segitségével

Az OPQ korcikk terlletét viszont kbnnyen kaphatjuk, hiszmnek értéke aranyos lévén
azE szoggel:

torq _ E
to - 2’ (7)
ahonnan kozvetlendl
E E 1
topQ=t®';=a2'T[';=Ea2E (8)
kovetkezik (5. abra).
Q

5. &bra: Az E szog OPQ korcikk
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Az OP;Q haromszdg teriiletére pedig fennall:
toplQ=%c-a-sinE=%e-a2-sinE, 9)

aholc = d(0OP;) a palyaellipszis linearis excentricitasa, tovébbég jelenti az ellipszis
numerikus excentricitasat (6. abra).

6. dbra. A palyaellipszisa félnagytengelyeb félkistengelye é< linearis excentricitasa

Ekkor aP, PP, ellipszisszektor tertlete (5), (6), (8) és (9htxdznalasaval:

tp,pp, = Z- Gaz -E —%e ~a?- sinE) = S-%Z(E —esinE) = %b(E —esinE) (10)
adodik. Ekkor a (2), (3) és (10) dsszefliggésekirszeszont

%b-(E—e-sin E) _t-T

= (11)
abm T
kovetkezik, amelybl egyszetisitéssel és atrendezéssel kozvetlenil adédik a
. t—T
E—e-sinf =—-(t—1) (12)

Kepler-egyenlet.

Maga Kepler e formula levezetése soran a Szirakdskhimédesz (Kr. e. 287 — Kr. e.
212): A konoidokrdl és szferoidokrdlalamint az Alexandriai Euklidesz (Kr.e. 3657 &K
3007?) Elemekc. munkdjara tdmaszkodott. Munkdjanak eredményésironomia novec.
koényve 60. fejezetében olvashaté.

A (12) 6sszefliggésben szekepl

—2r
n=- (13)

mennyiség &, égitestkbzepes szogsebességet az é€gi mechanikdbdbzépmozgdamk
nevezik. A (12) Kepler-egyenlet teljes jobb oldafdid mennyiséget pedig
M=2(t—1) (14)

k6zépanomalidak mondjak, ez az a sz0g, amelyeR, &gitestt — 7 id6 alatt leirna, har
sziderikus keringési ideje valtozatlan megmaraaéshett a 6koron egyenletesen mozogna.
A (14) felhasznalasaval nyerjik a Kepler-egyertekasos

[E —e-sinE = M| (15)

tomor alakjat, amelyl a tdbbi mennyiség ismeretében a feladaEazxcentrikus anomalia
kiszamitasa egy addttdépontban.
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Megjegyezzik, hogy a Kepler-egyenlet megoldasakgett E excentrikus anomaliabol a
v valédi anomaliat a

1+e

tgr = |- tgs (16)

Gauss-féle képlet alapjan szamithatjuk ki, amelplétélevezetése b1 [1] munk&jaban
megtalalhato.

2. A Kepler-egyenlet megoldasa

Mivel (15) Kepler-egyenlet transzcendens, igy cddkelit modszerekkel lehet
megoldani. A tovabbiakban egy grafikus megoldasi dotdé mutatunk be, amelyet
KOVESLIGETHY [2] ismertet részletesen.

Feladatunk tehaM és e ismeretében az excentrikus anomalia koeht értékéenek
meghatérozasa (7. abra).

T — ST

El
ml‘
=
>

ol ¢

7. &bra. A Kepler-egyenlet kdzelid grafikus megoldasa

Els6 1épésként ésT birtokaban (14) alapjan kiszamitjik értékét. Ezutdn megkeressik
M helyét a vizszintes tengelyen. Ezt kdest mérink fel ai pontbdl kiindulva egy olyap
szoget, amelyretgyp = e teljesul. Az igy kapott szogszar és xae— sinx gorbéjénekN
metszéspontjat mélegesen ax-tengelyre vetitve nyerjik & pontot. Valéban, aENA
haromszogél

=ctgp =e a7)

sinE
adodik, amelynek atrendezésével
E—M=¢e¢-sinE (18)

kovetkezik, ebbl mar kdzvetlenul adddik a (15) Kepler-egyenlet.

Ezzel megkaptue kozelit értékét, amelynek egy pontosabb értékéhez ishaljumk, pl.
a Newton-féle iteracios eljarassal.

Tekintstk ugyanis az

f(E):=E —e-sinE—M (29)
flggvényt, amelynek szerinti el§ derivaltja
f'(E)=1—e-cosE (20)

alaku lesz.
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f(En)' """""""""""""""""""""""""""""""" :

J_J_,_,_i—f Erint

/ En -1 En

8. abra. AzE excentrikus anomalia megkozelitése a Newton-féleiacios eljarassal

A 8. 4bra jeldléseivel ekkor g4F) gorbeE,, abszcisszaju pontjdhoz tartoz6 &ijéte
teljesul az

o = f(Ey) (22)

En—Ent1

0sszefliggés, amelynek egyszatrendezésével adodik

EM1=5,j£% (n=012.), (22)
haE, az ebz6 lépésben bemutatott grafikus eljarassal nyert IkGzértéke aZ excentrikus
anomalianak.

A Naprendszer bolygéinal aznumerikus excentricitas kicsi, de az eljaras neuopan itt,
hanem az elliptikus palyat jellefztelies0 < e < 1 intervallumon gyorsan konvergal a
keresetE értékhez.

A Kepler-egyenlet megoldasa az egyik legnagyobbenig$édi problémaja a
csillagaszatnak. A Kepler-probléma megoldasara egégljaras sziletett, ezeket részletesen
targyalja MELL-GOODING [3] munkaja.

Sir Isaac Newton (1643-1727) munkdi nyoman feligdder hogy az altalanos
tbmegvonzas torvényére épiR-test probléma megoldasa sordan az égi mechamkaba
ellipszis palyak mellett felléphetnek parabola ésetbola palyak is. Hiperbola palya esetén
pl. a (15) Kepler-egyenlet 6sszefliggésével analaygila

e-shtH—H=M (23)

alaku, amelynek jelen dolgozatban targyaltakhozomiés elemi levezetésével a jilven
kivanunk foglalkozni.

Koszonetnyilvanitas

A szerd koszonetét fejezi ki Varga Erik Erzsébet matematika-német szakos
kozépiskolai tanainek a cikkben szergplibraanyag gondos megszerkesztéséeért.
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