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A hiperbolikus Kepler-egyenlet geometriai szemléletii targyalasa
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OSSZEFOGLALO. A dolgozatban a hiperbolikus Kepler-egyenlet egy egyszerii
bizonyitasat mutatjuk be geometriai modszerek alkalmazéasival.

ABSTRACT. In the paper, we present a simple proof of the hyperbolical Kepler’s
Equation with the using of the geometrical methods.

1. Bevezetés

1609-ben jelent meg Johannes Kepler (1571-1630) német matematikus €s csillagasz
»Astronomia nova” c. milve. Ebben taldlhatjuk a késObb rola elnevezett bolygdmozgasi
torvények koziil az elsO kettd targyalasat. E korszakalkoté mi 60. fejezetében olvashatjuk a
ma mar Kepler-egyenletként elhiresiilt Osszefiiggés levezetését. Kepler a bizonyitds sorin
Sziirakuszai Arkhimédesz (Kr.e. 287 — Kr.e. 212) ,,A konoidokrdl és szferoidokrél”, valamint
Alexandriai Euklidesz (Kr.e 365(?) — Kr.e. 300(?)) ,.Elemek” c. munk4jara timaszkodott.

A Kepler-egyenlet matematikai 6sszefliggésként az

E—e-sinE =2 (t—1) (1)

alakban irhat6 fel, ahol E = excentrikus anomaélia, e = palya excentricitidsa, n = ?n = kozepes

szogsebesség, T = perihélium 4tmenet id6pontja és végiil r = id0. Ezen egyenlet segitségével
képesek vagyunk megmondani, hogy a vizsgalt, Nap koriil keringd égitest palyajanak mely
pontjan tartézkodik egy adott # idOpontban.

Kepler nyoman valt vildgossa, hogy a nagybolygék a Nap koriil ellipszis forméju
palyakon haladnak, viszont az § idejében elfogadott nézet volt az, hogy az iistokosok viszont
egyenes mentén haladd égitestek. A mozgasok lehetséges pélydjaként ekkor még nem
vetddott fel a Pergai Apolloniosz (Kr.e. 265(?) — Kr.e. 190(?)) altal részletesen vizsgalt
kipszeletek ellipszisen kiviili két tovabbi tipusa, a parabola és a hiperbola alaku palyagorbe.

A XVIL sz. masodik felében mér azt vizsgaltik a tudésok, hogy milyen er6hatasok tartjak
egyben a Naprendszert, s mi szabja meg a bolygdk palyagorbéjének alakjat. Edmond Halley
(1656-1742) angol csillagasz vetette fel az akkor mér vitathatatlan szakmai tekintélyi Sir
Isaac Newton (1643-1727) angol fizikus, matematikus €s csillagdsz szamara, hogy milyen
alakd palyakon kell mozognia a bolygdknak a Nap koriil, ha a Nap és a vizsgalt bolygo kozti
vonzderd az égitestek tomegével egyenes, a koztiik levo pillanatnyi tavolsag négyzetével
forditottan aranyos.

Newton vélasza 1ényegében az 1687-ben megjelent ,,Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica” c. mivében olvashatd. Newton e konyvében Kkifejtette, hogy a kezdeti
feltételektdl fiiggden a bolygopalyak alakja az Apolloniosz-féle kupszeletek barmelyike lehet,
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tehat az ellipszis alakd palydk mellett szoba johetnek a parabola, illetve hiperbola palyak is.
Kideriilt példaul a Naprendszer belsd térségeibe érkezd szdmos iistokosrol, hogy pélydja a
pontos megfigyelések szerint elnyult parabola, s nem pedig a kordbban hitt egyenes.

Ezért indokolt, hogy levezessiik minél elemibb, alapvetden geometriai modszerekkel az
ellipszisre vonatkoz6 Kepler-egyenlet hiperbola palyakra vonatkoz6 megfeleldjét is.

2. A Gauss formula

A késObbi részekben felhaszndljuk Carl Friedrich Gauss (1777-1855) egy szép
Osszefiiggését, amelyet az aldbbiakban mutatunk be.

Hatarozzuk meg egy m, tomegii P; tomegpont (Nap) koriil mozgd m, tomegi P,
tomegpont (bolygé) altal a T, és T idopontok kozott sdrolt palyacikk teriiletét, ha a két égitest
kozott csak a kdlcsonds gravitacios vonzoerd hat!

Jusson a kicsiny At idé alatt a P, bolygd a P," helyzetbe, jelolje Av a PP, és P, P,’
radiuszvektorok hajlasszogét, r pedig a P; P, tdvolsagot, AT végiil a P;P,P,’ elemi pélyacikk
teriiletét! Ha ezt az alakzatot korcikkel kozelitjiik, akkor érvényes ra

AT Av
ey (2)
amelynek egyszerli atrendezésével
AT =72 Av 3)
kovetkezik. Innen At értékkel osztva (3) mindkét oldalat
AT _ 1.2 4v
At 2! T m @)
adodik, amely At — 0 hataratmenettel eredményezi a
ar _ 1.2 v
a2 @ )

Osszefiiggést (1. abra).

1. abra. A Gauss-formula

A feladatunkban vizsgélt mozgas az €gi mechanika egyik klasszikus alapfeladata, a 2-test
probléma, amely mint ismeretes ekvivalens az 1-centrum problémaval. E problémat leird
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differencidlegyenlet egyik elsd integrdlja az impulzusmomentum tétel, amely alapjan a
mozgas sikbeli mozgas, s amelyre fennéll az

r? % = ¢ (=konstans) (6)
Osszefiiggés. A palya egyenlete pedig alkalmas koordinata-rendszerben

r=—2> (7)

- 1+e:cosv

polarkoordinatas egyenletii kiipszelet, amelynek paraméterére teljesiil még a

p=1 ®)

osszefiiggés, ahol u = k2(m, + m,) és itt k a Gauss-féle gravitacios konstans. A (8) dssze-
fiiggés egyszerii étrendezésével

c=Jup 9)

kovetkezik, amelynek (6) formulaval torténé egybevetésébol

24v _ :
eI =NUD (10)

kovetkezik. Most az (5) és (10) Osszefiiggésekbdl

ar 1
o = 5 VHD (11)
adddik, amelybdl
1
dT—E,/up-dt, (12)

majd pedig (12) id6 szerinti integralaséaval a [, ] idéintervallumra kapjuk meg a

T =3I (=) (13)

Osszefiiggést, amelyet az égi mechanika Gauss-formuldjanak neveziink (2. dbra).

2. abra. A palyaszektor
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3. A hiperbolikus Kepler egyenlet

Mozogjon az m, tomegii P; tomegpont, mint fékuszpont koriil hiperbola palyan az m,
tomeglli P, tomegpont. A hiperbola palya paraméteres egyenletrendszere alkalmas koordinata-
rendszerben

X =a-cht
y=b- sht}’ (14)
tovabba mivel
% = a-sht 15)
Y p.chel|’
dt
ezért az OPP, hiperbolaszektor teriilete (3. dbra)
ey XY g =2 (% q-cht-b-cht —b-Sht -a - —
T = zfo (x —+y dt)dt = 2fo(a cht-b-cht —b-sht-a-sht)dt =
=22 [, (ch?t —sh?t)dt = “2[t]s =Sa-b-t. (16)

1

r\i

3. abra. A hiperbola szektor
A PMP, hiperbolaszelet teriilete (4. abra):

S=Toupa—T =73-a-cht-b-sht —2a-b-t="2(cht-sht—t).  (17)
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4. abra. A hiperbola szelet

A PP,P, Sy szektor teriilete (5. abra):
Sy = S —Tp up,a =az;b(cht-sht—t) —%(a-cht—c)-b-sht
=a7'b-(cht-sht—t) —%(a-cht—ea)-b-sht
=a7'b(cht-sht—t) —az;b(cht-sht—e-sht)
=22 (cht - sht — t — cht - sht + e - sht) = 22 (e - sht — t). (18)

5. abra. Az Sy szektor



36 Péntek Kalman

A fentiekben felhasznaltuk a kupszeletek elméletébdl kozismert eredményeket, amelyek
Coxeter (1987) és Hajos (1979) miiveiben részletes kifejtésre keriilnek.

Az Sy szektor teriiletét azonban meghatarozhatjuk az el6z6 fejezetben bemutatott Gauss-
formula alapjén is:

Sp=2ip G- =3 il -w =i G- (9)

A (18) és (19) alapjan kiszamitott Sy kétféle elallitasat osszevetve

Lle-sht-0)=1b- [F-w)  QO)

adodik, amelynek egyszerii azonos 4talakitasaival

1 3
e-sht —t=uz-a z-(t—1p) 201
adodik. Bevezetve az
3
ni=pi-q (22)
mennyiséget az
le - sht —t = n(t — 1p)| (23)

Osszefiiggést nyerjiik, amely méar 1ényegében a hiperbolikus Kepler-egyenlet.

Az alabbiakban ramutatunk, hogy a (23) 0Osszefiiggésben elért eredményiink teljes
0sszhangban 4ll ugyanezen formula szokasosan alkalmazott, differencidlegyenlet megoldasa-
ként nyert végképlettel. A klasszikus, €gi mechanikdban kovetett ut részletes szdmitasai
megtalalhatok Erdi (1996) és Marik (1989) tankonyvében.

A 6. 4bra jeloléseit kovetve el6szor egy onmagaban is érdekes Osszefliggést bizonyitunk:

aiPe’s
R

6. abra. A hiperbolikus Kepler-egyenlet szokasos levezetését illusztralé rajz
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1. Allitas. Ha H := Intg (% +73), akkor shH = tgF.
Bizonyitas. A H mennyiség definicigjabol kiindulva

F b4 F
H _ F T\ _ t,gg+tgz _ 1+tg5
e —tg(5+z)—1_t F 4 =—4%, (24)
g2 ‘g4- gZ
tovabba
F
1-tg—
- _ 1 _ 2
e H=_—" = 25
el 1+tg£ ( )

adodik. A (24) és (25) felhasznalasaval

1+tg12—: 1—tg12—:
- 2 2
eH_g—H 1—tg§ 1+tg§ . (1+t9 5) —(1—t9 5)

shH = = =

? 2 2(1-tg 3)(1+t93)
_ (1r2tggreg’y)-(1-2tg34eg®) _ atgy  2tgg R
_ (i) T = T (2-5)=tgF  (6)

adddik, s pontosan ez az, amit bizonyitani akartunk.
Ezutan ismét az 6. abra jeloléseit felhasznalva, s az imént bizonyitott allitast felhasznalva
belatjuk a kovetkezot.

2. Allitas. A (23) Osszefiiggésben szereplé t és az eléz6 allitisban bevezetett H
paraméterek megegyeznek, azaz t = H teljesiil.
Bizonyitas. Az OMRA derékszogii hiromszogbdl

—— = cosF, 27)
azaz
cht = Colsp (28)
adddik. Szintén az OMRA derékszogli haromszogbdl a Pitagorasz tétel felhasznalasaval
a? + (RM)? = x?, (29)
vagyis
a’ + (RM)? = (a - cht)? (30)
kovetkezik, amelynek egyszerli dtrendezésével
RM =+a?-ch?t —a? = aVch?t — 1 (31)
adddik. Ismét csak az OMRA derékszogl haromszogbol (31) alapjan
SinF = % _ avch?t—1 _ Vch2t-1 (32)

a-cht cht
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adddik, amelybdl (28) €s (32) felhasznalasaval

tgF = 320 = cht - XL = VehZt—1 = she (¢ > 0) 33)

Osszefiiggést nyerjiik, ezért el6z6 €és mostani allitadsunk Osszevetésébdl felhasznidlva az
x + shx hiperbolikus fiiggvény szigorian monoton novekedd voltat

shH = tgF = sht (34)

kovetkezik, amelybdl azonnal adddik a bizonyitani kivant t = H egyenldség.
Ennek eredményeként felirhatjuk a hiperbolikus Kepler-egyenletet a

le - shH — H = n(t — 1) (35)

szakirodalombdl ismert jelolésekben. Ebben az 0Osszefiiggésben a klasszikus Kepler-
egyenlethez hasonldan a (22) Osszefliggéssel bevezetett n mennyiség megfelel a kozepes
szogsebességnek, T, perihélium atmenet idépontjanak, T az idonek, H értelmezését pedig az
1. allitasban fogalmaztuk meg.
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