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IDEALIS SZIMPLEXEK A HIPERBOLIKUS TERBEN

Abstract: Let us extend the d-dimensional hyperbolic space with its ideal and ultraideal points. In this paper
we examine the basic propertics of the ultraideal triangles in the extended hyperbolic plane. In the 3-dimensional
hyperbolic space we deal with the propertics of the equifaced tetrahedra for the possible types of tetrahedra on the
base of the results of J. HORVATH (1969) and BUI VAN DUNG (1985a, 1985D) for ordinary tetrahedra and tetrahedra
with wltraideal vertices and real edges. Finally we consider the case in the d-dimensional hyperbolic space, where
all the faces of the simplex are the same type in accordance with the results of H. MARTINI (1993) for regular
simplices.

1. Bevezetés

Tekintsitk a 3-dimenziés H? hiperbolikus teret. Egy H? sikban fekv ket
egyenes kolcsonds helyzete 3 féle lehet, éspedig metsz8, parhuzamos és nem
metsz8 (divergens). Bévitsik ki a H? teret ugy, hogy két parhuzamos
egyeneshez hozzdrendelt pontot végtelen tavoli pontnak, két nem metszG, de
kozds sikban levd egyeneshez rendelt pontot idedlis pontnak neveziink, a H?
tér pontjait pedig valos (kozdnséges) pontoknak. A végtelen tavoli és idedlis
pontokkal bdvitett teret H?3-mal jeloljik. Igy a H? sikban lesznek valos,
végtelen tivoli és idedlis tartopontd sugarsorok. Az utobbi a sik egy valos
egyenesére merdleges egyenesek kozos pontja.

A Cayley—Klein-féle kér, ill. gdmbmodellt (C-K modell) tekintjik az idedlis
elemekkel bévitett euklideszi sikban, ill. térben. Valds (kozonséges) pontok
a kor, ill. gdémb belsé pontjai, végtelen tavoli pontok a kdrvonal, ill.
gbmbfeliilet pontjai és idedlis pontok pedig a kiils§ pontok. Ide szamitjuk az
euklideszi sik, ill. tér idedlis (végtelen tavoli) pontjait is.

Egy egyenest kozonségesnek (valosnak) neveziink, ha van kozonséges pontja
(metszi az alapkért, ill. alapgémbét), izotropnak, ha egyetlen végtelen tavoli
pontja van (érinti az alapkoért, ill. alapgdmbot), €s idealisnak, ha csak idedlis
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pontjai vannak. Hasonlé elnevezést hasznalhatunk a térben is (kozonséges
egyenes, sik; izotrop egyenes, sik; idedlis egyenes, sik). :

Dolgozatunkban a hdromszdgek és tetraéderek koziil azokkal
foglalkozunk, amelyeknek mindegyik csucsa, élegyenese, vagy lapjanak
sikja azonos tipust (valds, izotrop, idedlis). Ily médon a hiromszogeknek ¢&s
tetraédereknek a kovetkezd tipusai lehetnek:

1.1. Haromszogek tipusai:
1.1.1. K6zonséges (valds csucsponti)
1.1.2. Hatér, vagy aszimptotikus (végtelen tavoli csucsponti)
1.1.3. Idedlis csucsponta, valos oldalegyenesi
1.1.4. Izotrop oldalegyenesii
1.1.5. Idealis (idealis oldalegyenesii)

1.2. Tetraéderek tipusai:
1.2.1. Kozonséges (valos csucspontit)
1.2.2. Hatar, vagy aszimptotikus (végtelen tivoli cslicspontti)
1.2.3. Idealis csticspontu, valos oldalegyenest
1.2.4. Izotrop oldalegyenesi
1.2.5. Idealis oldalegyenesti, valos lapsikt
1.2.6. Izotrop lapsika
1.2.7. Idealis (ideadlis lapsiku).

Bur Van DuUNG (1985b) az 1.1.3. tipusit hdromszogek elemi
tulajdonsagait vizsgdlta. Az elsd szerz8 javaslatira szognek nevezte a két
nem metsz8 egyenes tivolsigat. Ennek felhaszndldsdval a kozdnséges
héromszogben ismert elemi tételek megfelel§jét vizsgalta az 1.1.3. tipusa
hiromszogekre. Dolgozatunk 2. fejezetében ezek analdgidit vizsgaljuk
idelis hdromszogekre. (Az 1.1.2. és 1.1.4. tipusu haromszogeket nem kell
vizsgalnunk, hiszen azok tipuson beliil egybevagok.)

HorvATrJ. (1969) az egyenld oldali tetraéderek tulajdonsagait vizsgilta
allandé gorbiiletl terekben. Bur Vav DUNG (1984, 1985a) kozonséges
egyenld oldalii tetraéderekre ismert tulajdonsagok megfelelgjét vizsgilta az
1.2.3. tipusii tetraéderekre. A 3. fejezetben tovabbi tulajdonsdgait vessziik az
egyenld oldalt tetraédereknek, majd ezen tulajdonsigok megfeleldjeét
vizsgaljuk a maradék tipusu (1.2.2., 1.2.4.-1.2.7.) tetraéderekre.

Végiil a 4. fejezetben Marrivg, H. (1993) eredményeinek megfeleld)ét
nézzitk végtelen tavoli és idedlis pontokkal kibovitett d—dimenzids (d>3)
hiperbolikus terekben (H ).



2. Idedlis hiromszigek

Harom idedlis egyenes a fenti modellben (a projektiv sikon) négy
hiromszoget hatiroz meg. E négy idedlis haromszog kozil normal idedlis
har onn*ownek nevezzitk azt, amelyik tartalmazza a Cayley-Klein-féle
koérmodell & alapkorét. Minden egyeneshez (nemcsak valds egyeneshez)

yeﬁelmuen hozzarendeliink egy pontot (a Cayley-Klein-féle modellben az
egyenes I -re vett polusat). Igy minden idedlis hdromszoghdz egyértelmiien
hozzarendelhetiink egy valds hiaromszoget ugy, hogy az idedlis haromszog
oldalainak, ill. cstcsainak a valés haromszog cstcsai, ill. oldalai felelnek
meg. Nevezziik e valés hdromszoget az idedlis haromszdg tdrshdrom-
.*()oenek Egy valos haromszog t'lrshatomszogenek pedig a hozzd tartozo
négy idedlis hiaromszog kgzul a normal idealis haromszoget neveziink.
Hasonléan tarshiromszogek az 1.1.2. és 1.1.4. haromszogek, de ezek mind
egybeviagok. Az 1.1.3 hiromszdg tarshdromszége 1.1.3 tipusu, ezek
tulajdonsagaival Bur Van DUNG (1985b) foglalkozott.

2.1, Tdarsharomszogek

Egy normal idealis haromszogrol
feltehetjitk, hogy cuklideszi ertelemben
is tartalmazza a k° kért, mert ha nem
tartalmazna, akkor a tdrsharomszogére
alkalmazhatunk  egy egybev‘ioo'szifri
transzformaciot (eltolast) ugy, hogy a
igy kapott valés haromszog tarsharom»
szoge mar euklideszi értelemben is
tartalmazza az alapkort. Kozben a met-
rikus viszonyok nem vailtoznak. Az .
abran lathatd ABC normal idealis harom-
szO0g tarsharomszoge az A'B'C' valos
haromszog. Az A csucspontnak az '
oldal, ill. az « oldalnak az A’ csticspont
felel meg.

1. dbra

Tovdibbiakban idedlis hiromszogén normal idedlis haromszoget értiink,
¢s a jelolés az 1. dbranak megfelel6

Idedlis cikluson értjik az olyan idealis pontok halmazat, melyeknek
megfeleld valés egyenesek (poldrisok) egy valds ciklust burkolnak, e valos
ciklust az idedlis ciklus tdrsciklusianak nevezzik.



Legyen adott az e valos egyenes és rajta a P és Q valds pontok, tovabba
két, az M valds pontra illeszkedd k és [ egyenes. Ha az U, ill. a V/ pontok az e
végtelen tavoli pontjai, az i, és az i, egyenesek az M pontbol a K korhoz
huzott képzetes érintSk, akkor a P és @ pontok dp, tdvolsigat a

ill. a k és I egyenesek kl<{ szOgét a ki<{= [ ——/n(k/zlzz)i

kife}ezessel deﬁmaljuk (ahol i a képzetes egység) (Sz45z, 1973). E tavolsag-,

ill. szogdefiniciét dltaldnositjuk végtelen-tavoli és idedlis pontokra, ill.
izotrop ¢s idealis egyenesekre.

2.1.1. Segédtétel. Az e cgyenes messe a k2 5 T

kort az U és a 'V pontokban (U és V képzetes k /\
pontok is lehetnek). Legven P és Q az e ’/'/ // Y
egyenes két, az U és V pontoktol kiilonbozd f /o1

pontja (2. dabra). T ()‘w}bb(i (!”Pjp()i?[ a .P \\ U O P / /'V : - p

pont e egvenesre illeszkedd  konjugdltja. - —

Ekkor e
(POUV)=-(P'QUV). -

2. abra

Bizonyitis. Mivel P és P’ konjugaltak a k2
korre, ezért (P'PUV) = -1. Ekkor felhasznélva a kettsviszony tulajdonsdgait
adédik, hogy

(POUV) = (VUQP) = —(VUQP) (VUPP") = -(VUQP') = -(P'QUY).O

2.1.2. Segédtétel. Ha egy e cgyenes a k= kirt az U és a V pontokban (melvek
képzetesek is lchetnek) metszi, P és Q az e egyenes U és V pontoktol
kiilonbézé pontja, tovabba P és Q pontok e egyenesre illeszkedd konjugdaltjai
P, illetve Q', akkor

(POQUV)=(P'Q'UYV).

Bizonyitis. A 2.1.1. segédtételt kétszer alkalmazva kapjuk:
(POQUV)=-(P'QUV)=(P'Q' UV). L



2.1.3. Tétel. Legven az ABC idedlis
héaromszég A csucsabol a k° kérhoz
huizott két érintd u és v. Az a' messe az
alapkért az U és V pontokban (3. abra).
Tovabba az AC oldal egyenese messe az
alapkért az Ey, ill. az E, (képzetes)
pontokban, valamint a B' pontbdl
huzott, az alapkért érintd  (képzetes)
egvenesek legvenek iy, ill. iy.

Ekkor:
i) (beuv) = (B'C'UV)
II) (ACElEz) = ((]’C',fliz). .
3. abra
Bizonyitis. '

i.) Az A pontra illeszkedd sugdrsor kettOsviszonya egyenlé az 6t metszd,
hozza perspektiv pontsor kettSsviszonyaval, tehat (bcuv)=(PQUV).

Tovabba a 2.1.2. segédtételt alkalmazva (PQUV)=(B’C’UV), igy
(beuvy=(B'C'UV).

ii.y A 2.1.2 segédtétel értelmében (ACE E2) = (PRE\|E,). Tovabba a b
pontsor kettosv:szonya egyenlé az 6t metsz6, hozzd perspektiv B’ sugarsor
kett8sviszonydval, azaz (PRE | E,) = (a'c'ijiy), azaz teljesil ii. [J

A 2.1.3. tételbd] kovetkezik, hogy a fenti tavolsag— il szogdeﬁmclonak
nem mondunk ellent a kovetkezd definicioval.

2.1.4. Definicio. Egy ABC idedlis haromszog AB oldalhosszdn az A'B'C’
tarsharomszég C' csucsandal 1évd szog mértékét, az A csiucsandl 1éve szog
mértéicén a B'C' oldalhosszat értjiik. '

Beldthatd, hogy két egyenes akkor és csak akkor merSleges, ha illeszkednek
egymas pélusaira.

2.2 Magassdgvonal

2.2.1. Tétel. Egv ABC idealis hdromszog A
csticsabdl a szemkozti a oldaldra bocsdtott
me ‘alcges*e legven m. Ekkor m illeszkedik A'-
re, és muulcge.s a-re, azaz m az A'B'C’
haromszog «a' oldaldhoz tartozé magassdag-
vonal (4. abra).

4. dbra



Bizonyitis. Az m egyenes mer8leges a-ra, azaz illeszkedik az a polusira, A
re. Valamint m illeszkedik A-ra, ezért merGleges az 4 polérisdra, a’-re. Tehat
az e egyenes az A'B'C' tarshiromsz0g egy magassigvonala. [

Kovetkezmény. A valos haromszogek tulajdonsigabdl (Sz45z, 1973, 157.
old.) kovetkezik, hogy az idedlis haromszégnek létezik magassagpontja,
amely megegvezik a tarsharomszégének a magassagpontjaval, amely lehet
valds, végtelen tavoli, vagy idedlis pont. ‘

2.3.  Oldalfelezd mercicges

2.3.1. Segédtérel. Legver P, P, O, Q' U, V és e a 2.1.2. tétel feltételeinek
megfelels pont, ill. egvenes. Ekkor az F pont akkor és csak akkor felezi a PO
zakaszt, ha felezi @ P'Q' szakaszt is.

Bizonyitis. Az F pont akkor és csak akkor felezi a PQ szakaszt, ha
(PEUV)=(FQUV). A 2.1.1. segédtételbd] tudjuk, hogy (PFUV)=-(P'FUV),
valamint (FQUV)=-(FQ'UV). Az egyenléségek bal oldalai akkor és csak
akkor egyenlSk, ha a jobb oldalak megegyeznek, ami azt jelenti, hogy az F
pont a P'Q’ szakasz felezéspontja is. [J

2.3.2. Tétel. Egy ABC idedlis hdromszég c oldalanak felezépontja legyen F
(d=dyp). Allitsunk a c oldalra az F pontjaban egy m merdlegest. Ekkor az
m az ABC idedlis héromszég tarsharomszogének a C' csiicsbeli  belsé
szogfelezbje (5. abra).

Bizonyitis. Mivel m merSleges c-re, ezért
illeszkedik a pélusira, C'-re. Tovabba legyen az 4
és B pont ¢ egyenesre illeszkedS konjugaltja P, ill.
0. A c egyenes metszete az alapkorrel legyen £y és
E,. Az F akkor és csak akkor felezi AB-t, ha
(AFE{E))=(FBE|E,), a 2.3.1. segédtétel miatt
(PFElEz) = (FQElEz) Ekkor a (' tﬂrtéjlrl
sugdrsorral messik el a ¢ pontsort (£, ill. Ej
pontokhoz tartozé sugarak legyenek e, ill. ej).
Ekkor, mivel a megfelelé kett6sviszonyok 5. dbra
megegyeznek (a'mejey)=(mb'eje;), a megfeleld

szogek is megegyeznek (a'm<=mb'<). Mivel F

belsd pontja az AB szakasznak, igy m belsé szogfelezd.]

Kivetkezmény. Az idedlis haromszog oldalfelezd merdlegesei egy valds
pontban metszik egymast, amely pont a tarsharomszég belsd szogfelezbinek
(Szdsz, 1973) metszéspontja.



2.4.  Szégfelezd egvenes

2.4.1. Tétel. Az ABC idedlis hdaromszog
tarsharomszogének —az  egyik oldalfelezd
merdlegese legven m. Ekkor m felezi az
oldalhoz  tartozé  idedlis  hdaromszog
csucsanal levd szoget (6. dbra).

A 241, tétel a  kettSsviszonyok
segitségével, a 2.3.2. tételhez hasonloan
bizonyithato.

Kiévetkezmény. Egy idedlis hdromszog
szégfelezdi egy pontban metszik egymast. 6. abra

2.5, Sulyvonal

2.5.1. Segédtétel. Egy idedlis haromszog egyvik oldalfelezé” pontjanak a
& (=% o é/ .
polarisa megegvezik a tarsharomszog megfelels csicsandl levo kiilsd

szogfelezdvel.

Bizonyitis. Legyen az ABC idedlis hiromszog ¢ oldaldnak a felezGpontja
F, polarisa f.. Mivel F illeszkedik c-re, ezért fc illeszkedik C'-re. Legyen
ey, ill. e, a C-b8l az alapkérhoz hizott két érint8. Ekkor ', b', fe s ey, € egy
sugdrsorhoz tartozéd kiilénbdzd egyenesek. Mivel F felezi az 4B szakaszt,
ezért (AF E E,)=(FBE\E,). Minden pontnak vegyik a polarisat, ekkor
(a'fre,ey)=(fb'e e,). EbbI kapjuk, hogy az f. egyenes C'-beli szogfelezd, de
nem belsé szogfelezd, mert nem illeszkedik Fe-re. U

2.5.2. Definicis. Egy ABC idedlis haromszég siulvvonalain  értjiik a
estiespontokat a szemkézti szakasz felezépontjaival sszekité egyeneseket.

A sulyvonalak lehetnek valdsak, izotropok vagy idedlisak. A 7. abran az
ABC idedlis haromszog sulyvonalai valdsak. Ekkor merdlegesek (valds
értelemben) az 4'B'C' tarsharomszdgbeli megfeleld oldalra és a szemkozti
kills6 szogfelezbre. Az izotrop és idedlis egyenesekre dltaldnositott
sz8gdefinicié miatt, ha a salyvonal nem valos, akkor is merGleges a
tarsharomszog megfelels oldalegyenesére és a szemkozti kiils§ szogfelezdre.

2.5.3. Tétel. A sulywonalak egy pontban metszik egymdast.

Bizonyitis. Legyen az ', B, ill. C' csticsokhoz tartozo kiilsd szogfelezo Jos
£, ill. £, (7. dbra). Legyenek O,, O, ill. O, a kiils6 szdgfelez8 egyenesek
metszéspontjai. (Ezek a pontok lehetnek valosak, végtelen tavoliak, vagy



idedlisak.) Az O,, O,, ill. O, pontokra illeszkednek az 4'B'C’ haromszog
megfelels bels§ szogfelez8 egyenesei, és egy O pontban (az A'B'C’
haromszdg beirhaté korének a kozéppontja) metszik egymdst. Tehat az
0,0,0,, ill. az A'B'C' hiromszog az O pontra nézve perspektiv, ekkor a két
héromszog egy s egyenesre nézve is perspektiv. Legyenek az s,, il s,
‘stlyvonalak pélusai I,, I, ill. 7. Az's, egyenes illeszkedik a C, ill. F, (a ¢
oldal felez8pontja) pontokra, ezért s, polusa illeszkedik C, ill. F, poldrisaira,
azaz I, a ¢, ill. e az f, egyenesek metszéspontja, amely illeszkedik az s
egyenesre. Hasonlé okok miatt az I, és az [, pontok is illeszkednek s-re.
Ezért e harom pont (/,, I, és I,) polérisai - az idedlis haromszdg stlyvonalai -
egy S pontban metszik egymast. [

7. abra

2.6.  Szégek és oldalak kézétti osszefliggések

2.6.1. Tétel. Egv ABC idedlis haromszog esetén:

a.) Az oldalhosszak dsszege m-nél kisebb.

b.) Barmely szig tetszdlegesen nagy pozitiv értéket vehet fel.

c.) Barmely két szégének az dsszege nagyobb a harmadiknal.

d.) Régzitsiik a ¢ oldalt. Ha a C pont tigy mozog az a oldalon, hogy a b oldal
cuklideszi értelemben kozeledik az alapkor kozéppontjahoz, akkor a b
oldal hossza csékken, ellenkezd esetben novekszik, és az A-ndl levo szog -
novekszik, ellenkezd esetben cskken.
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e.) Ha az ABC idedlis haromszog tartalmazza a DEF idedlis hdaromszoget,
akkor az ABC idedalis /mrozm:og szogeinek az osszege kisebb, mint a DEF
idealis hdaromszdg szogeinek az dsszege, és az ABC idedlis hdaromszog
kertilete nagvobb, mint a DEF idedlis haromszog keriilete.

A 2.6.1. tétel az idedlis haromszog és tarsharomszdge kozotti kapcsolat
alapjan egyszertien bizonyithato.

2.6.2. Tétel [,c"\'cn az ABC hdromszég egy valés haromszog. Legyen a
heulm!o kére B®. Réogzitsiik a hdaromszég A csticsat, a hozzd tartozé a .s‘.uvet
ss B>-t. Ekkor az ABC hdr omszognek (1/(&0} és esak akkor beirhato kire a B
ha b+c-a=h, allando. chc::u]( ezt az allandot a haromszog a oldaldhoz
tartoz6 oldalhianynak.

Bizonyitis. Az a, b ¢és ¢ oldalak a beir-
haté kort érintik (8. abra). Legyenek
ezek az érintési pontok rendre £, F és G.
Ezek a pontok az oldalakat két-két
szakaszra osztjdk. Vegytik figyelembe,
hogy egy kiilsé pontbol egy ciklushoz

hizott érintészakaszok egyenld
hossziak. Ekkor a=x,txy;  b=x;txy;
c=x,tx,. Azaz btc—a= =xytx,+x+x,—

(vytx;)=2x,=h, Mivel 4 és o rogzitett,
ezért minden olyan ABC h'uomszcwnek
melynek a beirhaté kére B°, az « oldal ol-

8. dbra

dalhianya (2,) dllando.

Ezek utdn  ellendrizziik  az  4llitds
megforditasat. Tegytik fel, hogy az ABC
haxomszowt teljesiil, 1ouy b+c-a=h, (9.

abra). Legyen az A8*C h momszou OIyan
melynek a beirhaté kére B°. Legyen e
haromszég A-val szemkoézti oldala y,
GB*=x, B*B=x. Ekkor btx,+x;-v=h,.
Tovabbd, (a feltétel miatt), ha « nem
metszi B, btx xS tx-a=h, (ha a

A X GN g X

. 2
metszi B-t, akkor htx+x)—x-a=h, ). 9. dbra
Ebb6] v+y=a (ill. y—y=a), amibdl x=0, azaz az allitds (B=8%*) adodik. O
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2.6.3. Tétel. Legyen az ABC hdromszig egy valds hdaromszog. Rogzitsiik a
hdromszég A csicsdt és a hozzd tartozo a szoget. Legyen a hdaromszog a
oldaldhoz mrrozo hozzd irhaté ciklusa L*. Ekkor az a o/(lal akkor és csu/(
akkor érinti az L* ciklust, ha a+b+c dllando.

Bizonyitis. Az a, b és ¢ oldalegye-
nesek a hozziirhato ciklust érintik
(10. dbra). Legyenek ezek az
érintési pontok rendre E, F és G.
Vegyiik figyelembe, hogy egy kiils6
pontbél  egy  ciklushoz — huzott
érintészakaszok egyenlé hosszhak.
Ekkor a=x,+x,, az AF szakasz b+x,,
az AG szakasz ctx,. Ekkor a+btc= : e
=b+ct+x,+x,=AF+AG. Mivel 4 és a ‘ Box,
rogzitett, ezért minden olyan ABC 10. ébra
haromszogben, melynek az « oldal-

hoz irhaté ciklusa L*, az oldalak 6sszege dllando.

A tétel megforditisinak bizonyitisa a 2.6.2. tétel bizonyitdsihoz
hasonlo. O

2.6.4. Tétel. Legven adott egy ABC haromszég. Legyen h,, hy, il h,az a, b,
ill. ¢ oldalak oldalhicénva. Ekkor a> max(b,c) akkor és csak akkor, ha h, <
min(ly,h,).

Bizonyitis. Az ABC hiromszdg oldalait a beirhaté kor az érintési pontokkal
két szakaszra osztja. Legyen a = x,x3, b = x5+x;, ¢ = x,+x, (8. 4bra).
azb ,(.\y 2 X,
N ;- . P .
a = max(b,c) < < & xy < min(x,,x3) < h, < min(hy,h,).
azc X5 2X,

O

Megjegvzés. A 2.6.2, 2.6.3. és a 2.6.4. tételek euklideszi geometriaban 1s
igazak.

2.6.5. Tétel. Legven adott az ABC idedlis hdaromszog.

i.) Legven az ABC ‘idedlis haromszog beirhato cz/\fusa B Régzitsiik «
h(// omsz0g A cstiesat és a szogét. Az a oldal akkor és csak akkor érinti a
B>t ha b+c -a=h,, dllando, ahol h, az a oldal oldalhidnya.

ii.) Legven az ABC idedlis /bammswoU kéré irhaté ciklusa K. Rogzitsiik a
/mrom.x:()ﬂ ¢ oldalat. Ekkor az ABC idedlis hdaromszég C csucsa nk/(or és



csak akkor illeszkedik K*-re, ha o+ f~y= e, dllands, ahol ¢, a y szbg
szoghianya.

iii.) Rogzitsiik a /m/ ‘omszog A csucsat és a szogét. Legyen T az az idedlis
ciklus, melnek a T fmsu/dum az a vn/os czklm amely az ’B'C’
tarsharomszog C estesahoz mrf()h() eUVGIISZ()“OSS‘Ze“u CI/(/HA(I (romlfe‘fl ¢’
oldal esetén, C' illeszkedik T '-re akl(or és csak akkor, ha az A'B'C’
haromszog szogosszege dllandd) (Bul VAN DUNG (1985b)). Ha az idedlis
11(//(}1;;&"0” a ()/u’a/(/ tigy mozog, hogy ABC hdaromszég idedlis hdaromszog,
akkor az a oldal akkor és csak akkor érinti a T-t, ha a+b+c dllandé.

iv.) Legven adott az ABC idedlis haromszog. Rovzzrsuk a haromszog a
oldaldt. Legven L* az az idedlis ciklus, melvnek az L*' tarsciklusa az a valés
ciklus, mnc/‘y az A'B'C' tdrsharomszég a' oldaldhoz tartozé hozzdirhatd
ciklusa. Ha az idedlis haromszég A csticsa gy mozog, hogy az ABC
héaromszog idedlis hdromszog, akkor az A csics akkor és csak akkor
illeszkedik L*-re. ha o+ Bty dllands.

Bizonyitis.

i.) Az ABC idedlis hiromszog oldalainak hossza megfelel az idedlis
haromszog tarsharomszogének szb'oeinek, a beirhato6 ciklusa a tdrsharomszog
koréirhatd ciklusanak, amely legyen B*'. A régzitett A4 cstcesnak, ill. o
szognek megfelel az @' oldal. Az A'B'C’ hzuomszog szogei legyenek rendre
o, B, ¥. Az A'B'C' hiromszog valds, ezért igaz ra, hogy B'+y'-o'=h, akkor
és csak akkor, ha A" illeszkedik B**re (h, egyben az o' szog széghidnya is )
(BuT VAN DUNG (1985b)). Az utdbbi arra az esetre is igaz, ha az 4A'B'C’
haromszog tartalmazza az alapkor kozéppontjat, azaz ha az ABC hiromszog
idedlis. Ez pedig a tételt igazolja.

ii.-iv.) A 2.6.2 és a 2.6.3. tétel valamint BUI VAN DUNG (1985b) alapjan az i.-
hez hasonldan bizonyithato. t

Megjegvzés. Egy idedlis hdaromszog egyik oldalanak az oldalhianya
e . e o Dy .

megegyemk a tarsharomszog megfeleld szogének a szoghidnydval. Egy
idedlis haromszog egyik szogének a sz6ghidnya megegyezik a tarshiaromszog
megfeleld oldaldnak az oldalhidnydval.

2.6.6. Tétel. Legven adott az ABC idedlis haromszég.
i.) Legyen I, Iy, il h,az a, b, ill. ¢ oldalak oldalhianya. Ekkor
a > max(h,cy < h, < min(hy,h,).

ii.) Legven ey, cp, ill. ¢, az a, B, ill. y szégekhez tartozo széghidny. Ekkor

2

o = max(B,y) < eq < minep, ¢).
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A 2.6.6. tétel bizonyitasa az idedlis haromszdg és tirsharomszdge kozotti
kapcsolat alapjan egyszeriien bizonyithato.

3. Idealis tetra¢derek

3.1. Tekintsiik a H 3 teret, azaz a végtelen tivoli és idedlis pontokkal bdvitett
hiperbolikus teret. A szemléletesség kedvéért a 2. fejezethez hasonloan
mindent a C-K modellben szemléltetiink és bizonyitunk. 1.2.-ben taldljuk a
lehetséges tetraéder tipusait azon feltétel mellett, hogy a csiicsok,
oldalegyenesek és az oldallapok sikjai azonos tipushoz tartoznak.

A projektiv teret 4 nem egy ponton atmend sik 8 részre osztja, azaz
kapunk 8 tetraédert. Az idedlis lapsiki tetraéderek kozil azt, amely
euklideszi értelemben tartalmazza a C-K modellt, normal idedlis
tetraédernek nevezziik. A sikhoz hasonléan bizonyithatd, hogy létezik olyan
egybevagosigi transzformacié (C-K modellben a gombot onmagdra leképezd
kollinedcié), amely a normdl idedlis tetraédert olyan tetraéderbe viszi dt,
amely euklideszi értelemben is tartalmazza a C-K modell alapgombjét. A
tovabbiakban idedlis tetraéderen normal idedlis tetraédert értiink.

Ha tekintjitkk a C-K modell alapgdombjére vonatkozd polaritdst, akkor az

1.2.7., 1.2.6., 1.2.5., 1.2.4. tipust tetraéderek lesznek. Egy tetraédert és polir
megfelel§jét tarstetraédereknek nevezziik (13-16. dbra).

3.2. Egy tetraédert egyenld oldalinak neveziink, ha lapjai egybevigok. Az
1.2.1. és 1.2.3. tipusi egyenld oldala tetraéderekre nyilvan teljesiil, hogy
lapjai egyenld teriiletliek, szogletei egybevagok, a lapharomszogek koré irt
korei egyenld sugariak, a tetraéder beirt gdmbjének, koré irt gébmbjének
kozéppontja és stlypontja egybeesik. Az 1.2.3. tipush tetraéderek esetén
ezeket kiilon értelmezte Bt VAN DUNG (1984). Ugyancsak értelmezziik a
lapok teriiletét. Két lapot egyenld teriiletiinek mondtunk, ha a szogek osszege
(oldalak tavolsiginak osszege) egyenld. Horvirit J. (1969) és Bur Van
DUNG (1984, 1985a) bizonyitottdk, hogy ezek az allitasok megfordithatok.
Pl. Ha egy 1.2.1. és 1.2.3. tipust tetraéderben a stlypont, a beirt és a koriil
irt gomb kozéppontja koziil kettd egybeesik, akkor a lapok egybevagok.
Tekintettel a késébbickre és arra, hogy H3-ban dolgozunk, a kordbbiakhoz
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képest a megforditisokat egy kicsit atfogalmazzuk. Espedig az 1.2.1. és
1.2.3. tipusi tetraéderekre igazak az alabbi allitdsok.

3.2.1. Tétel. »

i.) Ha egy tetraéderben a laphdaromszdgek szogeinek osszege egyenld, akkor
az egyenld oldalil.

ii.) Ha egy tetraéderben a lapok oldalainak osszege (keriilete) egyenld, akkor
a tetraéder egyenld oldali.

iii.) Ha egy tetraéderben minden csucsnal a lapok szogeinek dsszege
egvenld, akkor a tetraéder egvenld oldahi.

iv.) Ha egy tetraéderben minden csticsnal az élek altal bezart szogek osszege
(sz6¢glet keriilete) egyenlo, akkor a tetraéder egyenld oldali.

v.) Egvenlo oldalii tetraéderekben a szemkozti élek normaltranszverzalisai
felezik az éleket és paronként felezik egymast.

A tovabbi tulajdonsagokat itt nem soroljuk fel, mert 1.2.2., 1.2.4., 1.2.5.
és 1.2.6 tipusu tetraéderekre most nem értelmezzik a beirt és koré irt gdomb
kozéppontjat, tovibbd a sillypontjat. Megjegyezziik, hogy értelmezhetdk, de
tekintettel a dolgozat terjedelmére, ettdl most eltekintiink.

Kordbbi dolgozatokban a 3.2.1.ii. és iv. allitasok nem szerepeltek.
Nézziik ezek bizonyitdsat.

3.2.1. i bizonyitisa. Jelolés a 11 dbra szerint. A
lapharomszogek egyenld keriiletliségébdl kovetkezik, hogy
x+y = a+b
x+tz = atc 3.D
vtz = b+tc

I

Ezek oOsszegének felébd] rendre kivonva az 1., 2. és 3.
egyenldseget '

=¢, v=h X=a 3.2)

ad6dik, azaz a lapok egybevigok.
Megjegyezziik, hogy az 1.2.3. tipust tetraéderekre a bizonyitds ugyanigy
tsrténik. Oldalak hosszin a szbgegyenesek tavolsagat értjitk, ahol a

* szbgegyenes két oldal kozos merdlegese. O

11, abra

,__
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3.2.1. iv. bizonyitisa az 1.2.1. tipusu tetraéder
esetre. Ismert, hogy a gombharomszdgben (a
szokdsos jeloléseket h aszmlva)

y sin s—a) - sin( s=b)
g— = 3.3
&5 \/ sins-sin(s—c¢) (3-3)
a+b+c¢ . . e
ahol s = —— a félkerilet. Jeldljik a

tetraéder csucsait A,, A,, A;, As-gyel, az
€lszogeit rendre o, B, v-vel, ahol i=1,2,3,4.
Jelolés a 12. dbra szerint.

A csucsokndl taldlhaté  gdmbharomszogek 12, dbra

szogei a tetraéder lapszogei, ezért minden élnél

a megfelel6 gombhiromszogek szégei egyenlSk. Igy (3.3) alapjan felirhaté
az aldbbi 6 egyenldség.

Sin( s—a, ) . .s‘in( S=¥, ) B sin( s-a, ) ‘ sin( 5=y, )

xin( s=f E) - sin{ s=f 3)

sin( .s'—a’_;) . sin( S=y ;) _ Sin( S~ 4) . sin( s—y 4)
sm( s—f 3) sin( s=p 4)

sm( 7 ) sm(s o ) _ S;"‘II(S“}.%)'S/H(S‘“ ,6’3) (.4)
sm( ) sin| s— Ct;,)

wn ) sm( ) 3 SiH(&— 7}) . .&'fiI(S* ;3,)
s/n( S ) - Sin( S—a, )

sm( - ) sm( ) _ sm(s—a«) wn )
wr( 85— ;/}) ; sm(s )

sinls=a,) - sinls= ) _ sins-a,)- sin(s=B.)
SIH( ) sm(s— 74)

(3.4)-b6l az els6 négy eg yenletet Osszeszorozzuk, majd a szikséges
egyszerisitéseket elvégezziik, és négyzetgyokot vonunk. Kapjuk a

sin(s—a) sin(s—o) sin(s—f3,) sin(s—f) = sin(s—c) sin(s—ey) sin(s—f) sin(s—f3 )



egyenldséget.
Hasonldan adodik a
sin(s—a) sin(s—ay) sin(s—f3) sin(s—f) = sin(s—c) sin(s—az) sin(s—=,) sin(s—/3)

egyenléség. Az utdbbi  két egyenlGséget Osszeszorozzuk, majd
egyszerisitiink és négyzetgyokot vonunk. Kapjuk, hogy

sin(s—ay) sin(s—=0,) = sin(s—a,) sin(s=pf). (3.5)
(3.4) els6 egyenletébdl
sin(s—a,) sin(s=y,) sin(s—f,) = sin(s—a,) sin(s=y,) sin(s—f3;)
adddik. Felhasznalva (3.5)-6t kapjuk, hogy
sin(s—y,) = sin(s—=y,)- (3.6)
Hiperbolikus és euklideszi geometridban a tetraéder 4 lapjdra felirva a
szOgek dsszegét és felhasznalva, hogy a szogek dsszege nem nagyobb n-nél,
adédik, hogy 5 < =
fay (3.6)-b6l kapjuk, hogy
Y= Ve 3.7)

Hasonldan bizonyithato, hogy

a; = G, ﬂi:ﬂk’ Vi = Vi (38)

ahol i,k=1,2,3,4. Ebbdl mar kdvetkezik, hogy a tetraéder lapjai egybevagok.

Az 1.2.3. tipush tetraéderek szdgletén az egy csucsbol kiinduld élekre
merdleges sik altal a tetraéderbdl kimetszett haromszoget értjiik. Feltessziik,
hogy minden szdgletben a hiromszég kerillete 2s. Ismert a (3.3)-nak
megfeleld formula, azaz \

(3.9)

0]

¥ \/ sh(s—a) - sh(s—b) .

85 = shs - sh(s—c)

Ezen formula alapjan felirhatunk a (3.4.)-nek megfelelé egyenlOségeket.
Ezekbdl a fentivel azonos médon megkapjuk, hogy

sh(s—)) = sh(s—c3),

azaz ¢,=c¢,. lgy megkaptuk a (3.8)-nak megfeleld egyenlGségeket, azaz a
lapok egybevagok. O
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5

3.3, Az idedlis (1.2.7. tipusi) tetraéder egyenlé oldalu, ha lapjai
egvbevigok. azaz Iétezik egybevagosagi transzformiacio (a C-K modeliben
az alapgombot dnmagdra leképez6 kollinedcio), amely. barmely kivalasztott
ket lapot egymasra képez le.

Adott az ABCD idedlis tetraéder (/3.
adbra).  Legyen ennek tarstetraédere az
A'B'C'D’ tetraéder. A C-K modellben pl. a D
cstics polarsikja a C-K modell alapgombjére
nézve az A'B'C’ lap sikja és a BCD lap pdlusa
az A" csues. Nyilvin az A'B'C'D’ tetraéder
valos  (1.2.1. tipusi). Nézziik a tovdbbi
megfeieltetést. A D szogletnek megfelel az
AB'C" lap. Az ADB. BDC, CDA szdgeknek
megfelelnek rendre az A'C'B’, B'A'C', C'B'4’
szogek, az 4D, BD, CD-hez tartozd A
lapszogeknek pedig a B'C', A'C’, A'B’ oldalak. 13- dbra
A BCD lap szogeinek megfelelnek az 4~hoz
tartozo szoglet élszoget, oldalainak pedig az 4’ szoglet lapszogei.

Ha két alakzat (a0 és B) egybevagd, akkor polar megfelelSik (a és ) is
egybeviagok. Ugyanis az o' egy korrelacidval o-ba vihetd, majd ez egy
kollineacioval f-ba. végil egy korrelicioval ['-be, és mindegyik
transzformacio  a C-K  alapgémbjét onmagdira képezi le. A  hirom
transzformacio szorzata egy kollinedcid, amely a C-K alapgémbjét szintén
onmagara képezi le.

Az ¢l6z6 bekezdésben leirt megfeleitetés alapjan a BCD lap teriilete
(szOgek Osszegével kifejezve) az 4’ széglet keriilete, a BCD lap kertilete az
A" szoglet lapszdgeinek Osszege, a D szdglet keriilete (élszOgeinek dsszege)
az 4'B'C" haromsz6g sz0geinek Osszege, és a D szdglet lapszogeinek Gsszege
az A'B'C"haromszoy kertilete.

Megjeuvezziik. hogy az egyes szogek, szakaszok kettdsviszonnyal is
ertelmezhetok. ¢s akkor a 2. fejezethez hasonléan bizonyithatd az egyes

ertekek egvenlisége.

Az cmondornakbol  kédverkezik, hogy igazak a 3.2.1. tételben  leirt
dllitasok.  Felhaszndltuk  Horvirnn J. (1969) eredményeit és a  most
bebizonyitott 3.2.1.7i. és /. dllitdsokat.

._4
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3.4. A valos lapsiki, idedlis éli (1.2.5. tipust) tetraéder egyenlo oldald, ha
} Iapjax egybevagok. Ennek tarstetraédere az idedlis
cstces, valos éli (1.2.3. tipusn) tetraéder (/4. dbra).

A D szdglet élszogeinek az A'B'C' szbgei
(oldalak tavolsigai), lapszogeinek az 4'B'C’ oldalai
(sz0gegyeneseinek tavolsaga), BCD lap szogeinek
az A'szoglet élszogei, és végiil a BCD lap oldalainak
az A' szbglet lapszogei felelnek meg.

Igy felhasznalva Bur Van DUNG {1984a) ercdmé-
nyeit és az itt bebizonyitott 3.2.1.ii és iv. 4llitasokat
az 1.2.5. tipusi tetraéderekre is igaz a 3.2.1. tétel
allitasa.

14, dbra

3.5 Az aszimptotikus (1.2.2. tipusu) tetraéder
szikségképpen egyenl6 oldalt, hiszen lapjai
egybevdgd szabdlyos héaromszogek. gy ezek
tarstetraéderét, az izotrop lapsika (1.2.6. tipusa)
tetraédert nevezhetjiik egybevagd szogletiinek (15
abra).

Bar a tetraéder lapjai egybevagok, az
aszimptotikus  tetraéderek  4ltalaban nem
ngbeVégék 13, dlwa

Megmutatjuk; hogy az aszimptotikus tetraéder
négy szoglete egybevago.
Tekintsitk a két szemkozti él (pl. A'B' és C'D)
normaltranszverzalisit, amely az éleket E és F
pontban metszi. Tikrozzik az A'B'C'D' tetraédert
az EF egyenesre. Mivel A", B, C', D' Végtelen
tavoli pontok, tiikrézésnél 4" dtmegy B'-be, és C'
pedig D"be. igy az A' szoglet egybevigdé a B’
szoglettel, a C' szoglet pedlg a D' szoglettel.
Vegyiik az A'D' ¢és CB' ¢élek normal-
transzverzalisat. Legyen ez a GH egyenes (GeA'D’, 16. dbra
HeB'C"). A HG egyenesre is szimmetrikus a
tetraéder, igy A’ és B’ szoglet egybevagd a D' ill. C’ szdglettel. Mivel ket
kitéré egyenesnek egyértelmiien 1étezik a nommltmnszvexzahsﬂ ¢saz A'B'él
tikkérképe a C'D' él, igy EF tikkorképe 6nmaga. Ebb6l kovetkezik, hogy HG
metszi EF-et és felezi azt. A tikr6zést a harmadik  é€lpar

D
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normaltranszverzalisara megismételve kapjuk, hogy az aszimptotikus
tetraéder szemkozti éleinek normaltranszverzalisai egy ponton mennek 4t és
paronként felezik egymast. Ezt nevezhetjik a tetraéder stlypontjanak.

3.6. Az izotrop élii (1.2.4. tipust) tetraéderek lapjai szabélyos haromszogek
és tarstetraédere is.izotrop éli tetraéder, igy szdgletei is egybevigok (16.
abra).

4. Idealis szimplexek H?-ben

4.1. Tekintsiik a végtelen tavoli és idealis pontokkal kibdvitett d-dimenzids

H¢ hiperbolikus teret: Az 1.2. pontnak megfelelden ha osztalyoznink a
szimplexeket, akkor a kiilonbézd tipust szimplexek d-tdl fliggd sorozatit
kapnank.

Legyen d>4. MARTINI (1993 ) vette észre, hogy dllando gorbiiletli d-dimenzios
terekben (euklideszi, szférikus és (kozdnséges) hiperbolikus) a kovetkezd
négy tulajdonsag ekvivalens. '

i.) A d-dimenzios S szimplex szabdalyos.
ii.) Az S szimplex 2-dimenziés lapjai egybevagok.
iii.) Az S szimplex 2-dimenzids lapjai egyenld teriiletiick.
iv.) Az S szimplex barmely 3-dimenzios lapjanak szogleteinek mértéke
megegyvezik.

A bizonyitds egyszerli, ezért azt megismételjiik. Nyilvan elég
megmutatni, hogy ii.-bdl kovetkezik i. Ugyanis HORVATHL 1. (1969) alapjan
iii.-b6l és iv.-bol is kovetkezik ii. ’
Megmutatjuk, hogy d>4 esetén mér a 4-dimenzios
lapok szabdlyosak, ill. d=4 esetén a szimplex
szabdlyos. Legyen a szimplex egy 4-dimenzids lapja,
vagy maga a szimplex A,A4,4,4;44 Az Aod A4
tetraéder egyenld oldalu, igy

AA=AA=a, A=A As=b, A=A Ay=c. (4.1)
Az A,A \A,A, tetraéder egyenld oldalq, igy g
Adi=dsdma, A=A Ah, AAZAAZCBD
Az Ay, A;A, tetraéder egyenld oldalu, igy




A=A A=a, AA=AA=b, A A=A As=c (4.3)
A (4.1), (4.2) és (4.3)-bol kovetkezik, hogy b=c.
Az AyA,A3A, tetraéder egyenld oldald, igy
AA;=A45. (4.4)
Tovabb nem folytatjuk, mert (4.2), (4.3) és (4.4)-b61 kdvetkezi, hogy a=b,

azaz
a=b=c.

A 4-dimenzids szimplex minden 2-dimenzi6s lapja szabélyos, igy a szimplex
szabalyos. [J

A hiperbolikus geometridban az i.—iv. tulajdonsagok pétolhatok
valamely ekvivalens tulajdonsaggal, illetve kiegészithetk tovabbiakkal.

3.2.1. Teétel. Legyen d=4. Tekintsiik a H? térben azokat a szimplexeket,
amelyek 3-dimenzios lapjai az 1.2.1., 1.2.3., 1.2.5. és 1.2.7. tipusok
valamelyikébe tartozrak. Az ilyen szimplexekre az alabbi 6 allitds
ekvivalens:

i.) A d-dimenziés S szimplex szabalyos.

ii.) Az S szimplex 2-dimenziés lapjai egybevdgok.

iii*.) Az 8 szimplex 2-dimenzios lapjai szigeinek az dsszege megegyezik.

iv*.) Az 8 szimplex barmely 3-dimenzios lapjdnak egy-egy esticsahoz tartozo

lapszégek osszege egvenld.
v.) Az Sszimplex barmely két 2-dimenzios lapjanak keriilete egvenld.
vi.) Az 8 szimplex barmely 3-dimenzids lapjn a szogletek keriilcte
(élszigek Gsszege) egyenld. '

Bizonyitis. Mind a négy esetben elég bizonyitani, hogy ii) allitasbol
kovetkezik i), azaz az § szimplex szabalyos. Ugyanis a tovabbi negy
barmelyikébdl kovetkezik az ii) allitas. (Lasd HOrvATH (1969) és a 3.2.1.
tétel ii) és iv) esetének bizonyitdsa.) '

Azon szimplexekre, amelyek 2-dimenzids lapjai 1.2.1. tipustiak, MARTINI
(1993) bebizonyitotta a tételt. A tétel bizonyitdsa hasonldé arra az esetre,
amikor a 2-dimenziés lapok 1.2.3. tipustiak. Ezekbdl pedig a polus-polaritds
felhasznaldsival mér kovetkezik a tétel allitdsa a maradék két esetre is. [

Megjegyezziik, hogy fel lelietne sorolni a tetraéderckre mindazokat a
tulajdonsdgokat, melyekbdl kovetkezik, hogy a tetraéder egyenld oldalii.
Ezeket itt nem tessziik, mert az 1.2.1 és az 1.2.3. tipust tetraédereken kivul
nem értelmeztiik a lapok koré irt korét, tetraéder sulypontjat, beirt-, és koré
irt korének kozéppontjat.



4.2. Legyen d>2. Tekintsitkk H4-ben a d-dimenzids aszimptotikus (végtelen
tavoli csticsponttt) szimplexeket. 3.5. alapjan tudjuk, hogy kivélasztva egy 3-
dimenzi6s lapjit, azok szdgletei is egybevagok. Ebbdl kovetkezik, hogy a
szemkozti élekhez tartozé lapszogek egyenlSk. Ezen észrevételbdl
kovetkezik, hogy a d-dimenzids aszimptotikus szimplexek mindig
szabdlyosak. A bizonyitds igy torténik, hogy a (4.1)—(4.4) egyenlGségeket
ugyanazon élekhez tartoz6 lapszogekre irjuk fel. Igy megkapjuk, hogy a
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lapszdgek mind egyenl6k —-mal. Hasonlo allitds igaz az aszimptotikus
3

szimplex tarstetraéderére, azaz olyan szimplexre, amelynek minden 2-dimen-
zios lapja izotrop.
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ULTRAIDEAL SIMPLICES IN THE HYPERBOLIC SPACE

1. Let us extend the J/-dimensional hyperbolic space H? (d>2) with its ideal
points, the points defined by two parallel lines and with its ultraideal points,
the points defined by two divergent lines in the same plane. We denote this
space byH ! . If we consider the model Cayley-Klein (C-K) in the Euclidean
- space E9 extended with its ideal points then the points of the base sphere of
the model C-K are the ideal points and the outer points are the ultraideal
points. The inner points (points of HY) are called ordinary (rea!) points. A

k-dimensional subspace H* is called ordinary, isotropic or ultraideal if it has
more than one ideal point (it intersects the base sphere of the model),. it has
exactly one ideal point (it touches the base sphere) or it has no ideal point (it
does not intersect the base sphere).

In this article we deal with simplices (triangle, tetrahedron, ...) whose
k-dimensional faces are the same type (ordinary, isotropic o1 ultiaideal).
Triangles and tetrahedra has the following types:

1.1. Types of triangles:
1.1.1. Ordmary (with ordinary vertices)
1.1.2. Asymptotic (with ideal vertices)
1.1.3. Triangles with ultraideal vertices and ordinary lines of the sides
1.1.4. Triangles with isotropic lines of the sides
1.1

I. Ordinary (with ordinary vertices)
.2.2. Asymptotic (with ideal vertices)
- Tetrahedra with ultraideal vertices and ordinary lines of the edges
- Tetrahedra with isotropic lines of the edges
- Tetrahedra with ultraideal lines of the edges and ordinary planes of
the faces
. Tetrahedra with isoptropic planes of the faces
- Ultraideal (with ultraideal planes of the faces)
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2. BUI VAN DUNG (1985b) examined the basic properties of triangles of
type 1.1.3. In our article we deal with the basic properties of triangles of type
1.1.5. which centain the base circle of the model. Using the pole-polar
transformation we can connect the types of triangles bijectively. For
example, triangles of type 1.1.5. are connected to triangles of type 1.1.1. If
two trianglsc are connected to each other then we call them co-triangles.
Some properties of triangles of type 1.1.5.:
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i.) It has an orthocentre and that is the same as the orthocentre of its
cotriangle. .

ii.) There is a common point of intersection of the perpendicular bisectors of
its sides and that is the same as the point of intersection of the external
bisectors of the angles of its co-triangle.

iii.) There is a common point of intersection of the external bisectors of the
angles and that is the same as the point of intersection of the perpendicular
bisectors of the sides of its co-triangle.

iv.) It has a centroid.

3. A tetrahedron is called equifaced tetrahedron if its faces are congruent.
The following statements are proved for the 1.2.1. (HORVATH, 1969) and
the 1.2.3. (BUI VAN DUNG, 1984; 1985a) types of tetrahedra. The proofs of
the statements ii.) and iv.) are in our article.

i.) If the sums of the angles on the different faces in a tetrahedron are equal
then it is an equifaced tetrahedron.

ii.) If the sums of the sides (perimeter) on the different faces in a tetrahedron
are equal then it is an equifaced tetrahedron.

iii.) If the sums of the angles of the faces belonging to the same vertex are
equal for each vertex of the tetrahedron then it is an equifaced tetrahedron.
iv.) If the sums of the angles of the edges belonging to the same vertex are
equal for each vertex of the tetrahedron then it is an equifaced tetrahedron.
v.) In an equifaced tetrahedron the normal transversal of the opposite edges
bisects the edges and all normal transversals of the opposite edges bisect
each other too.

In our article we prove the corresponding statements for the tetrahedra of
1.2.2., 1.2.4.-1.2.7. types.
4. We also prove the following theorem:

Let us consider the simplices in the space H¢ ((¢224) whose 3-dimensional
faces are terahedron of the same type 1.2.1., 1.2.3., 1.2.5. or 1.2.7. The
statements below are equivalent for these simplices.

i.) The d-dimensional simplex S is regular.

ii.) The 2-dimensional faces of the simplex S are congruent.

iii.) The sums of the angles on the 2-dimensional faces of the simplex S are
equal.

iv.) The sums of the angles of the faces belonging to some vertex in any
3-dimensional fuces of the simplex S are equal.

v.) The perimeters of any two 2-dimensional faces of the simplex S are equal.
vi.) The sums of the angles of the edges belonging to a vertex in any
3-dimensional faces of the simplex S are equal.
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We note that in spaces of constant curvature the proof of the equivalence of
the first four statements for simplices with ordinary vertices can be found in
the article of MARTINI (1993). '






