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OSSZEFOGLALO. A rezgések mozgasegyenletei masodrendii differencialegyenletek,
amelyekkel tobbek kozott az erdészeti és kornyezetvédelemi kutatasok teriiletén is
gyakran talalkozhatunk. Az ilyen tipust differencidlegyenletek konkrét fizikai
példakkal torténd szemléltetése — a hallgatok gyakran korlatozott matematikai
hattértudasa miatt — csak alaposan végiggondolt, és a lehetéségekhez mérten
maximalisan leegyszerisitett példak segitségével lehetséges.

ABSTRACT. Here are simple practical examples that highlights the practical
application of differential equations. To solve these math problems, students need
only a little background knowledge. By these exercises students can see that
differential equations are essential in different sciences.

1. Bevezetés

A természetben szdmos jelenség rezgésekként, vagy rezgések Osszetételeként irhato le.
Tobb kolcsonhatds eredményezhet kiilonbozé tipusti  rezgéseket, illetve hullamokat
(mechanikai targya rezgések, elektromagneses jelenségek, kvantummechanika, stb.). Az el6z6
évi kiadvanyban megjelent munka folytatasaként itt a csillapitott rezgések mozgasegyenleteit
szemléltetem egyszerti példakkal. Ez a téma fontos lehet az erddémérndk, kornyezetmérnok, sot
akar a faipari mérnok hallgatok szamara is, ugyanis a hangterjedés vizsgalata, a
rezgéscsillapitas Iehetdségei, valamint a zaj- és rezgésvédelem témakorok soran talalkozhatnak
ilyen rezgéstipusokkal. A matematika oktatadsakor gyakran szembesiiliink azzal, hogy egy adott
tananyag nehezen kothetd 0ssze konkrét, mérnoki alkalmazéasokkal. Ennek oka tobbek kozott
az, hogy a matematika alapoz6 tantargy, €s a hallgatosag még nem rendelkezik kellé tudéassal a
specialis szakteriiletekrdl. Késobb, az egyes szaktargyak tanulasakor/tanitasakor ugyanez a
nehézség forditva is fennall. A didkok tobbsége mar csak felilletesen emlékszik a
matematikabol tanultakra, emiatt az adott tudomanyteriilet altal haszndlt matematikai modellek
végeredményei sok esetben levezetés nélkiill memorizadlandd képletekké valnak. Az itt
bemutatasra keriild egyszerli példdk a matematika és fizika tananyag kozott probdlnak
kapcsolatot teremteni. A harmonikus rezgémozgés mozgésegyenlete egy allandd egyiitthatos,
masodrend, linearis, homogén differencidlegyenlet, melynek megoldéasa a rezgés kitérés-ido
fiiggvénye. Ismert, hogy a karakterisztikus egyenlet megoldasanak harom esete van: 2 valos
szam, 1 valds szdm vagy 2 komplex szdm. Azt, hogy ezek koziil melyik valosul meg, az ®
korfrekvencia és a k csillapitasi konstans egymashoz vald viszonya hatdrozza meg.
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2. Erosen csillapodo harmonikus rezgés

Erés csillapitasrél akkor beszéliink, ha a csillapitasi konstans nagyobb, mint a
korfrekvencia (azaz k > w). Ebben az esetben a karakterisztikus egyenlet megoldasai 14, 4, <
0, kiilonboz6 valés szamok. Ilyenkor a differencidlegyenlet megoldasaul kapott kitérés-id6
fliggvény x(t) = C;e’tt + C,e?2t alaki, amely t — oo esetén nagyon gyorsan tart nullahoz.
Oszcillacié nincs, a fliggvény alakja a kezdeti feltételektdl fliggden haromféle lehet. Ezekrol
altalanosan elmondhatd, hogy mindegyik legfeljebb egyszer valt eldjelet (Id. késobbi
feladatok), és mindegyik esetben erds csillapitast tapasztalunk. Az aldbbiakban erre a harom
esetre talalhato egy-egy egyszerli példa megoldéssal.

2.1. feladat. Egy harmonikus rezgdmozgast végzoé testre a kdzegellenallas csillapitasként hat,
amely a sebességgel aranyos, és azzal ellentétes iranyu. Ekkor a test mozgasat leird
differencidlegyenlet: %(t) = —w? - x(t) — kx(t) , ahol x(t) a test kitérése az idd
fliggvényében, az w aranyossagi tényezd a korfrekvencia, k(> 0) pedig a csillapitasi konstans.
Legyen w = 42 %, k=12 %, ¢s a test kitérése t = 0 s idopillanatban 0 méter, a sebessége
ugyanekkor 8 ? Hatarozzuk meg a test kitérését a t = 1s iddpillanatban! Mely iddpillanatban
kovetkezik be és mekkora a maximalis kitérés?

Megoldas.
A differencidlegyenlet megolddsa a karakterisztikus egyenlet gyokeinek meghatarozasaval
kezdédik (ahol x(t) = e?t):
¥(t) + 12x(t) + 32x(t) = 0,
A2 +121+32=0,
1= -12+144—4-32
e —

amelyb6l A; = —4, A, = —8. Tehat a karakterisztikus egyenlet megoldasa két negativ valos
szam, az altalanos megoldas pedig

x(t) = Cie™* + C,e 8¢ ahol C, C, € R.
A kapott fliggvényt derivaljuk:
x(t) = —4Ce™* — 8C,e 8¢,

A kezdeti feltételek szerint x(0) =0 és x(0) = 8, ezeket behelyettesitve az utobbi két
egyenletbe C; = 2 és C, = —2 adddik, a partikularis megoldas pedig

x,(t) = 2e™* — 2e78,
Ebbdl meghatarozhat6 a test kitérése az indulastol szamitott 1 masodperc idépillanatban:
x,(1) = 2e™* — 2e7® = 0,03596 (m).
Lathato, hogy a kitérés-id6 fliggvény hatarértéke t — oo esetén th_g (2e™ — 2e78) = 0, azaz

valoban lecsengd fliggvényrdl van szo. (A fiiggvény hatarértékének fogalma sajnos nem
tananyag, ezért részletesebb magyardzat sziikséges.)
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A feladatban kérdés az is, hogy mely iddpillanatban kdvetkezik be és mekkora a maximalis
kitérés. Az x,(t) = 2e™** — 2e78 fiiggvény teljes diszkussziojat hallgatoink nem tudjak
elvégezni, mert nem minden lépése tananyag. A monotonitasvizsgalat, az esetleges lokalis
szélsoértékek, illetve a konvexitds, konkavsag, és az esetleges inflexids pontok meghatarozasa
szamukra is ismert eljarasok és fogalmak, az ezekre vonatkozo szamitdsok alabb lathatok.

A monotonitast az elsé derivalt segitségével vizsgaljuk.

x,(t) = —8e™* + 16e75%,
—8e ™ + 16e78 =0,
e—4t — %,
ebbdl t = ian ~ 0,17 (s), ami az alabbi tablazat alapjan lokalis maximumbhely.

0<t<-=In2 t ==n2 lm2<t
4 4 4
X, () + 0 -
x,(t) T lokalis maximum l

A fiiggvény maximumanak értéke

X G an) = 2¢™HIN? _ e 82 _ 5 G - i) = % (m) .

Bar a feladatban nem kérdés, de tanulsagos lehet a fliggvény konvexitasanak ¢s konkavsaganak
vizsgalata. Errél a masodik derivalt zérushelye ad informaciot:

i,(t) = 32e™% — 128e7%,
32e™* —128e78 =0  /:32e~* (% 0),

-4t _ 1
4

ebbdl t = iln4 ~ 0,35 (s), ami az alabbi tablazat alapjan inflexios pont.

e

0<t<-In4 t ==In4 Zlnd < t
4 4 4
5C.p (t) - 0 +
xp (1) konkav inflexids pont konvex

A fuggvény grafikonjanak alakjaval kapcsolatban fontosak a tengelymetszetek is.

Mivel a feladat szovegében adott volt, hogy a kitérés t = 0 s iddpillanatban 0 méter, igy a
grafikon kezddpontja az origd. Ezt a behelyettesitést akar a partikularis megoldas
ellendrzésének is tekinthetjiik:

x,(0) =2e7*0 =270 =2 -2 =0 (m).
Van vajon a ,.t” tengelyen tovabbi tengelymetszet is? Az alabbi szamitas mutatja, hogy nincs:

2e 4 —2e78t =
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et —(e™)?2=0 JieT™(#0)
1—e™* =0
e =1
t=0(s)

Tehat a figgvény nem valt eldjelet, a kitérés iranya nem valtozik a rezgés soran.

Az x,(t) = 2e™* —2e78 fiiggvény grafikonjan jol lathatok az elobb szamitasokkal
meghatarozott eredmények (vizszintes tengely: id6 (s), fliggdleges tengely: kitérés (m)).

Osszegezve: A kitérés eleinte nd, majd elér egy maximumot, attol kezdve csdkkenni kezd, majd
kozeliti a nullat. A fiiggvény nem halad &t a vizszintes tengelyen (nincs zérushelye), a kitérés
veégig pozitiv irdnyu marad.

2.2. feladat. Az el6z6 feladatot oldjuk meg ismét, de valtoztassunk a kezdeti feltételeken.
a) A testkitérése t = 0 s id6pillanatban 0,5 méter, a sebessége ugyanekkor —8 %

b) A testkitérése t = 0 s idépillanatban 0,5 méter, a sebessége ugyanekkor —2,5 %

Megoldas.
a) A 2.1. feladat altalanos megoldasabol kiindulva:

x(t) = Cie™™ + C,e 8¢ lletve
%(t) = —4C,e™* — 8C,e~?, ahol C,,C, € R.

A kezdeti feltételek szerint x(0) = 0,5 és x(0) = —8, ezek visszahelyettesitésével a kovetkezd
egyenletrendszert kapjuk:

C16_4'0 + 626_8'0 = 0,5}
—4C16_4'0 - 8626_8.0 = _8

Az egyenletrendszer megoldasa C; = —1, C, = 1,5, a partikularis megoldas pedig:
x,(t) = —e™* 4+ 1,578,
Ebbdl meghatarozhat6 a test kitérése az indulastol szamitott 1 masodperc iddpillanatban:

x,(1) = —e™* +1,5e7% = —0,01781 (m),
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ahol a negativ eléjel a kezdeti kitéréssel ellentétes irany kitérést mutatja.
A fiiggvény a diszkusszidjanak egyes Iépései a 2.1. feladathoz hasonldan itt is elvégezhetok.

i, (t) = 4e™* — 1278
4e™* —12¢78 = 0

1
-4t _ =
¢ 3

ebbdl t = ilnS ~ 0,27 (s), ami az alabbi tablazat alapjan lokalis minimumhely.

0<t<2n3 t =13 lm3 <t
4 4 4
10 = 0 +
xp (1) l lokalis minimum 1

A fiiggvény minimumanak értéke

1 1
x, G ln3) = _ae™HM3 4 150783 = _y.

A masodik derivalt vizsgélata:

¥,(t) = —16e~* + 96e78¢
—16e ™t + 9678 =0

1

6

4t =

1 7
§+ 1'5.6__3 (m)

1

/:(—=16e~*)(+ 0),

Ebbodl t = iln6 ~ 0,45 (s), ami az alabbi tablazat alapjan inflexios pont.

0<t<iin6 t =In6 Zln6 <t
4 4 4
xp(8) konvex inflexios pont konkav

A tengelymetszetek vizsgalata:

x,(0) = —e % 4+ 1,578 = 0,5 (m) ,

a fliggbleges tengely metszéspontjaként ezt az eredményt vartuk, hiszen ez volt a feladatban
megadott kezdeti feltétel. A vizszintes tengelyen (id6 tengely) a tengelymetszet:

—e™M +1,5e8 =0
—e ™ +15(e™™)2 =0 /e (£ 0)
1—-15e* =0
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e—4t =

2
3
1 2 1 3
t= —Zlng = Zlnz ~ 0,1 (s)
A x,(t) = —e * +1,5e7% fiiggvény grafikonjan jol lathatok az elobb szamolassal
meghatarozott tulajdonsagok (vizszintes tengely: id6 (s), fliggdleges tengely: kitérés (m)).

Osszegezve: A kitérés a mozgas elejétdl kezdve folyamatosan csdkken. A fliggvény ¢t ~ 0,1 s
idopillanatban athalad a vizszintes tengelyen (vagyis van zérushelye, azaz van olyan
id6pillanat, ahol a kitérés nulla). Ezt kdvetden a negativ iranyu kitérés novekszik, majd elér egy
maximumot (ez a fliggvény abszolut minimuma), majd a negativ értékek feldl kozelit nullahoz.

b) Isméta?2.1.feladat altalinos megoldasabol indulunk ki, a kezdeti feltételekbdl a kovetkezo
egyenletrendszert kapjuk:

Cle_4.0 + Cze_s.o = 0,5}
—4C16_4'0 - 8C2€_8.0 = _2,5

Ebbdl C; = Z, C, = % ¢s a partikularis megoldas:
—3 -4t 1 -8t
x,(t) = setHgeTh

Ebbdl meghatarozhatd a test kitérése az indulastol szdmitott 1 masodperc iddpillanatban:

xp(1) =2e™* +2e78 ~ 0,00691 (m).

A fliggbleges tengelyen a tengelymetszet nyilvan a feladatban megadott egyik kezdeti feltétel
lesz:

x,(0) = Ze“"o + %e‘g'o =0,5(m).

A vizszintes tengelyen (idé tengely) nincs tengelymetszet, ugyanis minden t € R esetén
e ™ >0¢és e 8 >0, azaz

3 _ 1 _
SeTH 4 e85 0,
8 8
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Az %,(t) fiiggvény (ugyancsak az eldjelekrdl tett elobbi megallapitasok miatt) minden t
idOpillanatban negativ értéket vesz fel:

: 3 _ -
xp() = —e 4t _ g8t

tehat az x,,(t) fiiggvény a teljes értelmezési tartoményan szigorian monoton csokken. Mivel

t € [0, o[, igy a figgvénynek t = 0 —ban abszolit maximuma van (ez a t = 0 értékhez tartozo

0,5 méteres kitérés). A masodik derivalt

%,(t) = 6e~* +8e78,

amely minden t idépillanatban pozitiv értéket vesz fel, tehat az x,(t) fliggvény a teljes
értelmezé€si tartomanyan konvex.

A x,(t) = Ze““ + %e‘St fliggvény grafikonjarol leolvashatok az elébb szdmolassal
meghatarozott tulajdonsagok (vizszintes tengely: id0 (s), fliggdleges tengely: kitérés (m)).

Osszegezve: A fliggvény maximuma a kiinduldsi kitérés érték. A fliggvénynek nincs
zérushelye, a pozitiv értékek felol kozeledik a zérus kitéréshez.

3. Gyengén csillapodoé harmonikus rezgés

Gyenge csillapitasrol akkor beszéliink, ha a kozegellendllasnak kisebb (de nem
elhanyagolhato) a jelentdsége. Ilyenkor k < w, és a karakterisztikus egyenlet megoldasa egy
komplex konjugalt szampar (azaz A,, = +fi, ahol i az imaginarius egység). Ebben az
esetben matematikai szempontbol az x(t) = e*(C;sinfit + C,cospt) alaka altalanos
megoldés a szokvanyos. Itt most csak annak az esetnek a targyalasara szoritkozunk, amikor a
t = 0 s iddpillanatban nem volt kitérés. Ellenkezd esetben a képlet tovabb bonyolodik, a
szogfliggvények argumentumahoz egy Gjabb tag, az un. faziseltolodas is hozzdadodik. Ugyanez
a megszoritas eredményezi azt is, hogy a €, = 0 (ahogy ezt az alabbiakban latni fogjuk). Emiatt
a kitérés-ido fliggvény az

x(t) = C,e*sinft

alakra egyszerlisodik. Ennek a fliggvénynek a képe egy olyan ,,szinusz fliggvény”, amelynek
kitérése t — oo esetén exponencidlisan csdkken, illetve kozben a rezgés frekvencidja is csokken
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(a szinusz fliggvények hulldmai ,.egyre jobban Osszenyomddnak™). Tehat t — oo esetén a
kitérés is lassan nullahoz tart, a rezgés elhal.

3.1. feladat. Egy harmonikus rezgdmozgast végzé testre a kozegellenallas csillapitasként hat,
amely a sebességgel aranyos, és azzal ellentétes iranyu. Ekkor a test mozgasat leird
differencidlegyenlet: %(t) = —w? - x(t) — kx(t) , ahol x(t) a test kitérése az idd
fiiggvényében. A korfrekvencia w = /6,5 %, a kozegellenallasbol szdrmazo csillapitasi
konstans k = 1 % A test kitérése t = 0 s idépillanatban 0 méter, a sebessége ugyanekkor 5 ?

Adjuk meg a test kitérését az id6 fliggvényében! Hatarozzuk meg a test kitérését a t = 1s
idOpillanatban!

Megoldas.
A differencidlegyenlet megoldéasa soran a karakterisztikus egyenlet, illetve annak gydkei (ahol
x(t) = e?t):
¥(t) + x(t) +6,5x(t) =0,
+21+65=0,

—1+y/1-46,5
M, =—7"T
) 2

azaz Ay, = —% + 2 i, az altaldnos megoldas pedig

1
x(t) =e 2 (Clsinzt + Czcosgt), ahol C, C, € R.
A kezdeti feltételek visszahelyettesitésével a C; és C, konstansok meghatarozhatok. Adott volt,
hogy x(0) = 0, azaz
e%(C;sin0 + C,co0s0) = 0,
ebbdl €, = 0. Emiatt az altalanos megoldas erre az alakra egyszeriisodik:
_lt 5
x(t) = Cie 2 sint, ahol C; € R.
A masik kezdeti feltétel szerint x(0) = 5, ehhez derivaljuk az elébbi fliggvényt:
R 1 L o5 5~ 5.\_ 1 - . (.5 5
x(t) = C; (—Ee Zsint+-e 2 cos;t) =—e? Cy (sm;t - 5C055t).

Behelyettesitve a t = 0 értéket:
#(0) = —>e®- ¢, - (0—5) =2y,
Ecl = 5,

2
ebbdl C; = 2. Tehat a kezdeti feltételnek megfeleld partikularis megoldas:
1 5
xp(t) = 2e7tsinzt.

A test kitérése az indulastdl szamitott 1 masodperc iddpillanatban
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1

1
xp(1) = 272 - sin> = 2¢ 7z - 5in143,24° ~ 0,726 (m).

1
Az x,(t) = 2e_5tsin§t fliggvény elemzését bonyolultsiga miatt csak a grafikonjabol
kiindulva végezziik el (vizszintes tengely: id6 (s), fliggdleges tengely: kitérés (m)).

1 1
A fiiggvény képe egy olyan ,.szinusz fiiggvény”, amelynek a kitérése az 2e 2" és —2e 72"
burkologorbék altal meghatarozott iitemben exponencialisan csokken. Osszességében az
x,(t) fliggvény t — oo esetén lassan tart nulldhoz, vagyis a rezgés fokozatosan elhal.

4. Osszefoglalas

A fels6bb matematika oktatasa soran hallgatoink — tajékozatlansaguk miatt — gyakran
megkérddjelezik az adott eljaras mérndki gyakorlatban vald alkalmazhatdsagat. Elfogadhat6
indoklas nélkiil sokan kétségbe vonjak a témakor sziikségességét. A differencialegyenletek is
olyan fejezet, amelyet bar rengeteg tudomanyteriileten hasznalnak, tobbnyire csak koriilirni,
felvazolni tudjuk az alkalmazhatdsag lehetOségeit, ugyanis tovabbi (fizikai, kémiai, stb.)
ismeretekre lenne sziikség ahhoz, hogy konkrét példakat adjunk. Fizika tantargybol a rezgések
mozgasegyenleteit a legtobb felsOoktatasi intézményben csak érintOlegesen targyaljak,
leginkabb azért, mert a hallgatok matematikai hattértudasa hidnyos, vagy addigra mar nem
naprakész. A fenti egyszerli feladat-otletekkel probaltam a matematika és fizika tananyag
kozotti “szakadékot™ athidalni, és a témakor fontossagara ravilagitani.
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