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OSSZEFOGLALO. Egyszerti mintapéldakkal szemléltetjiik a tdbbvaltozos
linearis regresszié gyakorlati alkalmazasat. A programcsomag altal megadott
eredmények értelmezése és egyszerli esetekben szamitasokkal torténd
igazolasa hallgatoink szadmara hasznos tudast nyujthat.

ABSTRACT. Here are simple practical examples that illustrate the practical use
of multivariate linear regression. Interpreting the results of the program
package and verifying them with calculations in simple cases can provide
useful knowledge for the students.

1. Bevezetés

A tobbvaltozos statisztikdban hasznalt eljarasok a XX. szdzad els6 felében sziilettek. A
klasszikus modszerek (pl. a regresszidanalizis, varianciaanalizis €s diszkriminancia-analizis)
els6sorban a linedris algebra eredményeire épiilnek, normalis eloszlast valoszinliségi
valtozokat hasznalnak. Napjainkban a munkaerdpiacon az adatelemzésé a jovo, emiatt nagyon
fontos a statisztika nyelvét ért6 és azon kommunikalni képes szakemberek képzése. Azokban a
felsdoktatasi intézményekben, ahol jelenleg a matematika oktatdsa egyre hatranyosabb
helyzetbe keriil, a tobbvaltozos statisztika targyalasa komoly nehézséget jelenthet. A hallgatok
csekély matematikai elOképzettsége miatt az eljardsok elméleti hattérbol csak a
legsziikségesebb részek, azok is nagyrészt leegyszeriisitve keriilnek szoba. A gyakorlati
alkalmazasra fokuszalunk, a modszerek lényegét mintapéldakon keresztiil mutatjuk be a
STATISTICA13 programcsomag segitségével.

2. Regresszioanalizis

A regresszidanalizis alapgondolata az, hogy egyes valtozok kozott ok—okozati
Osszefiiggést feltételeziink, amelynek leirasdra egy fliggvénykapcsolatot keresiink. Fontos
megjegyezni, hogy az a o kiilonbség a korreldcidszamitas és a regresszidanalizis kdzott, hogy
korrelacidszamitas soran nincsen feltételezett ok-okozati kapcsolat, minden valtozot
valdszinliségi valtozonak tekintlink. A tobbvaltozés regresszidanalizis soran tobb ismérv
eredményvaltozora gyakorolt hatasat vizsgaljuk. A tobbvaltozos regresszio az ismérvek szama
szerint lehet harom-, négy-, 6t- stb. valtozos (hiszen mar egyvaltozos fliggvény illesztésekor is
két ismérv szerepel), a fliggvény tipusa szerint pedig lineéris és nemlinearis. A tobbvaltozos
regresszioszamitds modelljében az okot a magyarazd valtozokkal, mas néven fiiggetlen
(independent) valtozokkal (X;, X5, ..., X;, ), az okozatot pedig az eredmény valtozdval, mas
néven fliggd (dependent) valtozoval (Y) jeldljiik, ez utdbbit tekintjiik valdsziniliségi valtozonak,
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amit a tovabbiakban a ,kalap” jeldlés is mutat. A cél annak az ¥ = f(X1, X5, ..., Xp)
fliggvénykapcsolatnak a megtalalasa, amely ,kelléen jol” irja le a vizsgalt ok-okozati
Osszefliggést. Itt csak a tobbvaltozos linearis esettel foglalkozunk, tehat jelen esetben f linearis
fliggvény.

A tobbvaltozods linearis regresszid 1épései a kovetkezok: 1. modellalkotas, 2. egyiitthatok
meghatarozasa, 3. determinécids és korrelacios egyiitthatok kiszamitdsa, 4. megbizhatosag
vizsgalata F-probaval, 5. egyiitthatok t-probaja, 6. validalas (esetleg tovabbi moédszerek,
méroszamok, mutatok hasznalata, amelyekkel meggydzddhetiink arrol, hogy a modell
megfelel6-e, majd jovahagyas/elutasitas). Ebbdl a felsorolasbol is latszik, hogy nem létezik
egyetlen egy olyan mérdszam, ami megmutatnd, hogy melyik fiiggvény a ,,legjobb”. A végso
modell kivalasztdsa a becslési pontossag ¢és az egyszeriiség kompromisszuma, nem
elhanyagolva a szakmai (adott tudoméanyteriiletre vonatkozd) szempontokat.

2.1. Korrelacidos matrix, tobbszoros determinacios egyiitthato

A statisztika tanulmanyainkbdl ismert, hogy két valtozd kozotti linearis korrelacid
mérészamat r-rel jeloljuk, r € [-1,1]. Har =1 (vagy r = —1), akkor a mérési pontok 1
valoszintiséggel egy novekvd (vagy csokkend) egyenesen helyezkednek el, azaz linearis
kapcsolat van kozottiik. Emiatt az r ugy is tekinthetd, mint a linearitas mérészama. Ha két
adatsor fiiggetlen egymastdl, akkor r =0 , tehat a fiiggetlenségb6l kovetkezik a
korrelalatlansag. Ha r = 0, azaz korrelalatlansag all fenn, ebbdl nem feltétlen kdvetkezik a két
valtozo fiiggetlensége (csupan a linearis kapcsolat hianya). Kettonél tobb valtozd esetén a
korrelacid szorossdgarol haromféle értelemben beszélhetiink. Mérhetd az eredményvaltozo és
az Osszes tényezovaltozo kozotti kapcsolat szorossaga, emellett vizsgalhatd az egyes valtozok
kozotti kapcsolat paronként (a paronkénti korrelacios egyiitthatok), tovabba paronként, de a
tobbi valtozd hatdsanak kiszlirésével is (a parcidlis korrelacios egytitthatok) is. Alabb ezt a
harom lehetdséget is targyaljuk.
ezekbdl a paronkénti korrelaciods egyiitthatokbol 6sszeallithatjuk az Gn. korrelacids matrixot. A
korrelaciés matrix minden elemére r;; € [—1,1], tovabba 7,, = 111 = 1 =+ = Ty =1
(a regresszids modellben a fiiggetlen valtozok szama m), €s a f6atldjara szimmetrikus matrix:

1 ry]_ ryz Tym

"y 1 Ti2 ... \m
R=|Ty 21 1 " Tom |. (1)
Tmy Tmi Tmz 1 /

A korrelacios matrixbdl megallapithatd, hogy melyek azok a magyarazé valtozok, amelyek
szorosabb kapcsolatban vannak a fliggd valtozoval, és melyek azok, amelyek kevésbé. A
korreldciés matrix inverze (R™1):

/ny Ay1 qy2 ... Qym \
91y q11 Q12 ... Tim
R1=| %y 921 922 = QPm |. 2

Amy 9m1 9mz =~ qmm
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A (2) matrix elsO sora els6 elemének ( gy, ) segitségeével meghatarozhat6 az n. tobbszords
korreléacios egyiitthato:

1
Ryi123..m= /1 i Ry123,.m € [0,1]. (3)

Ez valdjaban egy specialis kétvaltozos korrelacids egyiitthato (erre az indexében a felsorolast
kettévalasztdé pont karakter is utal), amely a mért Y-ok és az Xy, X,, ..., X;, tényezdvaltozok
alapjan becsiilt ¥ kapcsolatanak szorossagat méri tobbvaltozos linearis modell esetén. Vannak
olyan irodalmak, amelyekben a (3)-ban szereplé also indexre az Y (X; Xy, ..., Xy, ) jelolést
hasznaljak, ez talan még szemléletesebben tiikrozi a jelentését. A tObbszords korrelacios
egylitthatd négyzetét tobbszoros determinacios egyiitthatonak nevezziik:

1
R32/.1,2,3,...m =1- q_yy ) R32/.1,2,3,...m € [0,1]. (4)

Ennek hasznélatdval szamszeriisithetd a regresszids fliggvénnyel torténd ,,magyardzat jésaga”,
az illeszkedés szorossaga, az ,,elorejelzés hibdjanak nagysaga”. Ha m = 1, akkor a tobbszoros
determinacids egyiitthaté a fiiggd- és az egyetlen fiiggetlen valtozd kdzotti 72 determinacids
egylitthatoval egyenld, azaz R32,_1 =12, Az r? egyben a linearitds mérészadma is, értéke minél
kozelebb esik 1-hez, a megfigyelési értékek annal jobban tomoriilnek egy egyenes mentén
(annal inkabb igazoltnak latszik a linearitasi feltevés). Az Rj; = r? egyenl6ség bizonyitasa
alapszintli linedris algebrai ismeretek segitségével is nagyon egyszerli, ezért ezt érdemes
megtenniink. Célszerli mar az elején bevezetni az ry,; =7y, =1 jelolést. A nevezdk miatt
felmeriilhet az r # +1 kikotés sziikségessége is, de az r = +1 eset ellentmondana a
tobbvaltozos linearis regresszid egyik alkalmazhatosagi feltételének (multikollinearitas
kizarasa), igy soha nem all fenn a tobbvaltozos linearis korrelacio alkalmazasakor.

1 r
_ yiy\ _ 1 r
R=(s, 1)=G ©)
1 -r
_ _r2 12
R=(7 ), ©)
1-r2  1-r2
R2,=1—— =12 7
y.1 =T (7
1-12

Az egyvaltozos fiiggvény illesztésekor (tehat két valtozo esetén) hasznalt determinacios
egylitthatd egyben azt is megmutatja, hogy a fiiggd valtozo teljes szorasnégyzetének mekkora
hanyada magyarazhato a filiggetlen valtozoval, tehat a regresszios fliggvénnyel. Bizonyithato,
hogy ugyanez a tobbszoros determinacios egyiitthatora is igaz (ennek levezetésével itt nincs
értelme foglalkoznunk), azaz felirhato a tobbvaltozés modellben alkalmazott eltérés
négyzetdsszegek hanyadosaként is:

2 _S5R _ 4 _35E

R* = SST SST (8)
A (7)-ben és azt megeldzden hasznalt als6 indexek a gyakorlatban akar el is hagyhatok, (8)-ban
mar nem irtuk ki. A (8)-ban szerepld jelolések értelmezéséhez definidlnunk kell az aldbb
olvashato négyzetosszegeket (SS =Sum of Squares), ahol n a mérések szamat jeloli. Teljes
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eltérés négyzetdsszeg: SST =Y ,(y; —y)? , a regresszi6 4ltal meghatarozott eltérés
négyzetdsszeg: SSR = Y1, (9; — ¥)?, valamint a rezidualis eltérés négyzetdsszege (mas néven
maradékok négyzetdsszege, ami a mérés ,,hibaibol” szarmaztathatd): SSE = Y1, (v; — $)2. A
fliggd valtozo atlagtol vett eltérés négyzetosszege felbonthatd a regresszids becslések atlagtol
vett eltérés négyzetdsszegének ¢€s a rezidudlis négyzetdsszegnek az osszegére: SST = SSR +
SSE.

Az (1) korrelacidos matrixban szerepld paronkénti korrelacios egyiitthatokbol is
kiszamithatd az R? tObbszords determindcids egyiitthatd. Egy eredményvaltozd és két
magyarazo valtozo esetén a kovetkezd Osszefiiggés hasznalatos:

o Ty =2Ty1TyaTs
R* = ; : ©)
1-r{,

A tOobbszoros determinacidés egyiitthatd azt adja meg, hogy a fiiggd valtozd teljes
szorasnégyzetébol mekkora a tényezovaltozokkal (tehat a regresszioval) magyarazhat6 hanyad.
Misképp fogalmazva R? nagysiga a regresszios fliggvény magyarazo erejét mutatja meg, R? €
[0,1], értékét %-ban szokis megadni. Az R? = 1 eset akkor all fenn, ha az X, X5, ..., X,
valtozok determinisztikusan meghatdrozzék az Y -t. Ha R? =0, akkor az Y értékeinek
szorodasat teljes egészében a véletlen hatarozza meg. Ha ugyanazon minta esetén a magyarazo
valtozok szamat ndveljiik a regresszids modellben, akkor R? értéke automatikusan né, és tul
pozitiv képet mutat az illeszkedésrdl. Igy tehat a magas R? Snmagaban még nem feltétleniil
jelent ,,j0” regresszids fiiggvényt, az optimalis modell valtozoinak kivalasztasat nem célszerti
kizarolag az R? mutatok alapjan végezni.

2.2. Parcialis korrelaciok, szabadsagfokkal korrigalt R?

Az (1) korreldcidos matrixban szerepld paronkénti korrelacidos egyiitthatokbol
meghatarozhatok az Un. parcialis korrelaciok is. Szamitasuk soran két meghatarozott valtozo
kozotti korrelacio mérése valosul meg tigy, hogy minden tovabbi valtozo konstansként szerepel.
Két magyaraz6 valtozos linedris regresszio esetén jelolestik: 1y, 5, 121, T12,. Jelentésik: 1y, 5
példaul az y és x; kapcsolatanak szorossdgat méri, mikdzben x, hatdsat kisziirjiikk, a tobbi
ehhez hasonldan. Parcidlis korrelacié alkalmazasa féleg akkor célszerii, ha két adatsor kozott
sejtjik a kapcsolatot, de nem tudjuk kimutatni, mert egy harmadik adatsor eltakarja az
Osszefiiggést. A kapott eredmény 7,15, 7321, T12y € [—1,1], értelmezése ugyanugy torténik,
a két kivalasztott valtozo linearis kapcsolatanak szorossagat, az eldjel pedig az irdnyat mutatja
meg (pozitiv esetben az dsszefliggést jellemzd egyenes emelkedd, negativ esetben csdkkend),
mikozben a tobbi valtozo hatasat figyelmen kiviil hagyjuk. Az aldbbi képletekkel szamithatok:

T2 = _DyiTTy2hz Typ1 = _DyaTyinz Tiay = Dz ily: - (10)-(12)
(1_%%2)'(1_’”122) (1_T§1)'(1_T122) (1—r§1)-(1—r§2)

Mivel nem a tokéletes, hanem a minél jobb modellt keressiik, gyakran a kiilonb6z6
modellvaltozatok Osszehasonlitasat is el szeretnénk végezni. A legegyszeriibb (legkevesebb
magyardzo6 valtozot tartalmazd) modell felirdsa a cél, mert a magyardzo valtozék szaméanak
novekedésével a multikollinearitds veszélye is megnd. Egymadssal linedrisan Osszefiiggd
magyarazé valtozok nem hasznalhatok, szelektalni kell Oket. Ezt segitheti a Theil-féle,
szabadsagfokkal korrigdlt R? (adjusztalt R?) , amit minden jelent8sebb regresszios
programcsomag kiszamit:
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p2 _q __n-1 _ p2
R* =1 — (1-R%) , (13)

ahol n a mérések szama, m a magyaraz6 valtozok szama. Tulajdonsagaiban hasonlit az eredeti
R?-hez, viszont ,,biinteti” azt, ha til sok magyarazo6 valtozot vonunk be a modellbe. A javaslat
szerint azt a modellt célszerti valasztani, amelyik esetén az R? maximalis. Annal jobb a modell,
minél kdzelebb van egymashoz a korrigalt és a korrigalatlan R? érték. A Kkorrigalt R?
hasznalatanak is vannak hétranyai. Ha az R?-et mintabol szamitjuk, akkor valdsziniiségi
valtozo, eloszlasa fiigg a modell tobbi valtozojatol, ezért a kiilonbdzé modellek R?mutatdi nem
hasonlithatok kdzvetleniil dssze. Belathatd, hogy ha R? olyan Kicsi, hogy R? < %, akkor a

korrigalt R? negativ lesz, dsszehasonlitasra ilyenkor nem alkalmas. Mindezek ellenére az R?
kritériumot széles korben hasznaljak a tobbvaltozos linearis regresszid soran, €s legtobbszor
helyes modellt eredményez.

3. Mintapéldak

3.1. Mintapélda

Az adatsor 30 dolgozé tanulmanyi idejét (x,, [év]), a munkaban toltott éveinek szamat
(%2, [éV]) és a nettd munkabérét (y, [100 ezer Ft]) tartalmazza. Az adatokra STATISTICA13
programcsomaggal tobbvaltozos linearis regresszios fliggvényt illesztettiink, és az 1.a-d.
tablazatokban 1év6 eredményeket kaptuk (a = 0,05 szignifikancia szinten dolgoztunk, v1~
tanulmanyi id6 években, v2~ munkaban toltott évek, v3~ fizetés).

Regression Summary for Dependent Variable: v3 (01_Tobbwaltozas lin regr_példak STATISTICA (C3:AF32))
R= 96873287 R2= 935844338 Adjusted R2= 93385363
F(2,27)=205,81 p<,00000 Std.Error of estimate: 33791
b* Std Ermr. b Std Ermr. t(27) pvalue
N=30 of b* of b
Intercept | -2,198500  0,302236| -7.27410 0,000000
v1 07755500 0,047874 0,34337| 0,021196, 16,19986| 0,000000
v2 0.527007 0,047874 0,07714| 0.007007 11.00824) 0.000000
Analysis of Variance; DV: v3 (01_Tabbvaltozds lin regr_példak_STATISTICA (C3:AF32))
Sums of | df Mean F p-value
Effect Squares Squares
Regress. [ 47.00005 2| 2350003, 205,8103 0.000000
Residual 3,08294 27 0,11418
Total 50,08300
Wariables currently in the Equation; DV: v3 (01_Tabbvaltozds lin regr_példak STATISTICA (C3:AF32))
b* in Partial Semipart Tolerance R-square t(27) p-value
Wariable Cor. Cor.

vi [ 07755601 0,952216 0773511 0,994750| 0.005250| 16,19986 0,000000
va2 | 0.527007| 0.904318 0,525622 0,994750| 0.005250| 11,00824 0,000000
Correlations (01_Tébbvaltozds lin regr_példak _STATISTICA (C3:AF32))

Variable vl w2 | v3

vi [ 10000000 0,072457  0,813735
V2 0,072457] 1,000000 0,583201
v3 0,813735| 0,583201 1,000000

1. a-d. tablazatok
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Feladatok, kérdések:

V.

VI.

frja fel a regresszios egyenletet és értelmezze a paramétereket! Hasznalja az 1.a tablazat
adatait!

Mekkora a becsiilt fizetése egy 11 év tanulmanyi idovel rendelkezé szakmunkasnak 15
munkaban eltoltott év utan?

frja le a paraméterek F-probaval torténd tesztelésének gondolatmenetét az 1.b tablazat
adatainak felhasznalasaval (globalis tesztelés), dolgozzon 5%-o0s szignifikancia szinten!
frja le a paraméterek t-probaval torténé tesztelésének gondolatmenetét az 1.a (vagy 1.c)
tablazat adatainak felhasznalasadval (parcidlis tesztelések), haszndljon 5%-0S
szignifikancia  szintet!  Szémitassal ellendrizze a  tablazatban  szerepld
probastatisztikakat, és indokolja a programcsomag altal hasznalt szabadsagfokot!
Hatarozza meg a tobbszoros korrelacios és determinacios egylitthatot a (8), illetve a (9)
Osszefliggés segitségével is, és értelmezze a kapott eredményt! A szamitashoz sziikséges
adatok az 1l.a-d tablazatokban megtalalhatok. (Ugyaninnen az eredmények is
leolvashatok, ezt csak ellendrzésre hasznalja!)

Szamitsa ki a parcialis korrelaciokat a (10)-(12) képletekkel, és ellendrizze az 1.a-d.
tablazatok segitségével! Ertelmezze a kapott eredményeket, és hasonlitsa ssze éket a
paronkénti (teljes) korrelaciokkal, amelyek szintén az 1.a-d tabladzatokban taldlhatok!

Megoldés:

A kétvaltozos linedris regressziés modell y = b, + by;x; + byx, . Az 1l.a tablazat
harmadik oszlopaban 1év6 egyiitthatokat behelyettesitve (két tizedesjegyre kerekitve):
y =-2,20 4+ 0,34x; + 0,08x,. A b; = 0,34 jelentése: ugyanannyi munkaban toltott
¢év esetén, ha a munkavallalo egy évvel tobb tanulményi iddvel rendelkezik, akkor kb.
34 ezer Ft-tal magasabb a fizetése. A b, = 0,08 értelmezése: azonos tanulmanyi id6
esetén egy évvel tobb munkaban toltott id6 kb. 8 ezer Ft-tal tobb fizetést eredményez.

A Dbecsilt fizetés x; = 11, x, = 15 esetén: y = —2,20+0,34-11+0,08-15 =
2,74, azaz kb. 274000 Ft.

Az F-proba szokasos lépései (a statisztikai szakirodalomban megtalalhatd a 1épések
jelentése, itt nem részletezziik):

1. Ho:f1=p,=0,

2. Hi:3i:B; # 0,ahol i =1,2.

3. Szignifikanciaszint: « = 0,05.

4. A probastatisztika: F, = 205,8, és a hozza tartozo valosziniiség (,,jobbrél”): p = 0.
5. Dontés: Fiie < Fy, 19y elutasitjuk a H, hipotézist.

6. Kovetkeztetés: 5%-os szignifikancia szinten legalabb az egyik magyarazé valtozo
szignifikans.

A t-proba gondolatmenete (a statisztikai alapokat itt is ismertnek tételezziik fel).

1. Ho: $1=0,ill. Ho: B, =0,

2. Hi: gy # 0,ill. Hi: B, # 0.

3. Szignifikanciaszint: ¢ = 0,05.

4. Kétoldali t-probak v =n—m —1 =30 — 2 — 1 = 27 szabadsagfokkal (ahol n az
adatok szdma, m az ismeretlenek szama). A probastatisztikdk értékei a kovetkezd
képletekkel szamithatok (ellendrizni az 1.a tablazat t(27) oszlopa segitségével
lehet):

{ o bimB _ 034337-0
0(b) = "g, 0,02116

= 16,1998, (14)
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VI.

__by—B, _ 0,07714—0 __
tob,) = S, 0007007 11,0090. (15)

Mindkét probastatisztikahoz p = 0 valdszinliség tartozik (1d. 1.a vagy 1.c tablazat).

5. Dontés: Mindkét esetben ty,.;; < t,, igy elutasitjuk mindkét H,, hipotézist.

6. Kovetkeztetés: 5%-os szignifikancia szinten mindkét magyarazd valtozo
szignifikans.

A tobbszords determinacids egylitthato

5 _ SSR _ 47,00006
" SST ~ 50,08300

~ 0,93844, (16)

ahol a (8) Osszefiiggést és az 1.b tablazat 1. oszlopat hasznaltuk. Ugyanez kiszamithato
a (9) Osszefliggéssel az 1.d tablazatban megadott korrelacidos matrixban szerepld
paronkénti korrelacids egyiitthatokbol is. Mindkét esetben kozelitdleg ugyanazt az
eredményt kapjuk, jelentése: a felirt regressziofiiggvényben a tanulmanyi id6 és a
munkéban toltott évek szama egyiittesen a fizetés szordsnégyzetének (ingadozéasanak)
kb. 94%-at magyarazza. Ellendrzésiil szolgalhat az 1.a tablazat fejléce, ahol ez az adat
megtalalhat6. Az eldbbi eredmény négyzetgyoke a tobbszords korrelacids egylitthato:
Ry 1, =~ 0,96873. Ez azt mutatja, hogy a felirt kétvaltozos linedris modell segitségével
nagyon jol leirhaté a munkabér, a magyarazo valtozok és a fizetés kozott kifejezetten
erds kapcsolat van. A programcsomag az 1.a tablazat fejlécében az R értéket is megadja.

A munkabér (y) és a tanulményi id6 (x;) kozotti parcialis korrelacio, vagyis az y és x;
kozotti kapcsolat szorossaga a munkaban eltoltott évek szama (x,) hatasanak
kiszlirésével a (10) képlettel szamithato ki, az ehhez sziikséges paronkénti korrelaciok
az 1.d tablazatban talalhatok:

o __TyiTTyriz _081374-058320-007246
yiz = = J(1=0,583202)-(1-0,072462
J(l—rﬁz)'(l—rfz) J@a-o, )-(1-0, )

~ 0,952215. (17)

Lathato, hogy y ¢€s x; kozott rendkiviil szoros pozitiv parcialis korrelacid van, azaz
ugyanannyi munkéaban toltott év esetén hosszabb tanulmanyi id6hoz szinte mindig
magasabb fizetés tartozik. Ezt az eredményt az 1.c tablazat 2. oszlopaban talaljuk (azért
hasznaltunk a szamolas sordn 5 tizedesjegyet, hogy jol lathat6é legyen a két érték
egyezése). Az Y €s x; kozotti paronkénti (teljes) korrelaciot és parcialis korrelaciot
Osszehasonlitva azt tapasztaljuk, hogy a munkéban t6ltott idon keresztiil érvényesiild
kozvetett hatas kiszlirésével a munkabér és a tanulmanyi id6 kozotti kapesolat tovabb
er8sodott (ry; < 1y12). AZ 1,1 ~ 0,9043 parcialis korrelacié a (11) keplettel az
elébbiekhez hasonldan szamithatd, és az eredmény az 1.c tablazatbol ellendrizhetd.
Eszerint y és x, Szoros pozitiv parcialis korrelacioban allnak egymassal, a tanulmanyi
id6 hatdsanak kisziirésével a munkabér és a munkaban toltott id6 hossza kozotti
kapcsolat még erfsebb lett (ry,, < 1y;1).

A (12) Osszefliggésbe torténd behelyettesitéssel 11, ~ —0,8517 . Ez a parcialis
korrelacios egyiitthatd azt mutatja, hogy ha a fizetés Osszegét rogzitjiik, akkor a
tanulmanyi 1d6 (x;) és a munkaban toltott évek szama (x,) kozotti linearis korrelacios
egyiitthato el6jele megfordul. Ez ugy értelmezhetd, hogy az adatok kb. 85%-ara igaz,
hogy ugyanannyi munkabér alacsonyabb iskolazottsag esetén hosszabb munkaban
toltott id6 mellett, illetve hosszabb tanulmanyi i1d6 esetén rovidebb munkaviszonnyal
valosul meg.
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3.2.

Mintapélda

Egy mezOgazdasagi teriileten megfigyelték a munkaraforditast (x; [ezer ora/hektar]), az
ontdz6viz mennyiségét ( x, [ezer m3 /hektar]), valamint a termés mennyiségének (y
[mazsa/hektar]) alakulasat. A 22 db adatra STATISTICA13 programcsomaggal tobbvaltozos
linearis regresszios fiiggvényt illesztettiink, ¢és a 2.a-d. tablazatokban 1év6 eredményeket kaptuk
(¢ = 0,05 szignifikancia szinten dolgoztunk).

Regression Summary for Dependent Variable: termés (mazsa/hektar) (tobbvalt_lin_regr)
R= 96567839 R2= 93253475 Adjusted R2= 92543315
F(2,19)=131,31 p<,00000 Std.Error of estimate: ,17523

b* Std Err. b Std.Err. 1(19) p-value
N=22 of b* of b
Intercept 4 274380, 0,375105 11,39515  0,000000
munka ( ezer dra/hektar) 0,911254] 0,064003| 0,536311 0,037668 14 23772  0,000000
ontézdviz (ezer m3/hektar) 0,128686  0,064003 0628222 0,312450 201083 0,058774
Analysis of Varniance; DV termés (mazsa/hektar) (tobbvalt_lin_regr)
Sums of df Mean F p-value

Effect Squares Squares
Regress. | 8064306 2 4032153 1313132 0,000000
Residual 0,583421 19 0,030706
Total 8,647727

Variables currently in the Equation; DV: termés (mazsa/hektar) (tobbvalt_lin_regr)

b* in Partial Semipart Tolerance R-square t(19) p-value

Variable Cor. Cor.
munka ( ezer 6ra/hektar) [ 0911254] 0956192] 0,848406 0,866819  0,133181 1423772  0,000000
ontdzdéviz (ezer m3/hektar) | 0,128686 0,418857  0,119811 0,866819  0,133181 2,01063  0,058774

Variable

Correlations (tobbvalt_lin_regr)

munka ( ezer 6éra/hektar) ontbzoviz (ezer m3/hektar) | termés (mazsa/hektar)

munka ( ezer ora/hektar) | 1,000000 0,364940 0,958217
ontdzoviz (ezer m3/hektar) 0,364940 1,000000 0,461239
termés (mazsa/hektar) 0,958217 0,461239 1,000000

7. a-d. tablazatok

Feladatok, kérdések:

frja fel a regresszids egyenletet és értelmezze a paramétereket!

Mekkora a modell alapjan becsiilt termés egy hektaron 3000 munkadra és 1500
m36ntdz6viz esetén (x; = 3, x, = 1,5)?

Tesztelje a paramétereket F-probaval 5%-0s szignifikancia szinten (globalis tesztelés),
hasznalja a programcsomag eredmény-tablazatat!

Tesztelje a paramétereket t-probaval 5%-0s szignifikancia szinten (parcialis
Szamitsa ki a tobbszords korrelacios és determinécios egyiitthatot, majd értelmezze a

Szamitsa ki a parcidlis korrelaciokat, értelmezze a kapott eredményt, és hasonlitsa 6ssze

V.
tesztelések)!
V.
kapott eredményt!
VI.
a teljes korrelaciokkal!
VII.

Hozzon dontést arrol, hogy eérdemes-e a felirt modellen valtoztatni, es ha igen, akkor az
R? (szabadsagfokkal korrigalt R?) értékek kiszamitdsa alapjan javasoljon masik
modellt!
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Megoldas:
Csak a IV., VL. ¢és VII kérdésre tériink ki részletesen, a tobbi esetén a 3.1. Mintapélda
megoldasa nyujthat segitséget.

V.

VII.

VIII.

A t-proba menete is hasonlé a 3.1. Mintapélda IV. pontjadhoz, de az egyik
probastatisztikahoz tartoz6 valdsziniiség értéke, €s emiatt a dontés és kovetkeztetés mas.
A 2.c tablazatbol leolvashato, hogy a to,) = 14,24 probastatisztikahoz p ~ 0
valosziniiség tartozik, emiatt a munkadra (x;) magyarazo valtozo 5%-0s szignifikancia
szinten szignifikdns (pirossal jeldli a programcsomag), de a top,) = 2,01
probastatisztikahoz tartoz6 valosziniiség p = 0,06, tehat az 6nt6z6viz mennyisége (x,)
magyarazo valtozo nem szignifikans ugyanezen a szignifikancia szinten (fekete szinnel
jeloli az eredménytéablazat).

A programcsomag altal megadott korreldcios matrixban 1év6 elemekkel szamolunk (2.d
tablazat). A termés (y) €s a munkadrak (x;) kozotti parcialis korrelacio az 6ntdzdviz
(x) hatasanak kiszlirésevel 1,1 , = 0,9562, ami erds pozitiv korrelaciot mutat. Ha ezt
az eredményt az y és x; kozotti paronkénti (teljes) korrelacidval 6sszehasonlitjuk, akkor
lathatd, hogy az ont6z6viz mennyisége altal érvényesiilé kozvetett hatast kisziirve a
termés €s a munkaraforditas kozotti kapcsolat nem valtozott (ry; = 0,9582; 1,1, =
0,9562). Az 1y, 1 ~ 0,4189, ami azt mutatja, hogy a munkadrak (x; ) hatsat kisziirve
a terméshozam (y) és az 6nt6zés (x,) kozott az gyenge pozitiv korrelaciot tapasztalunk.
Ezéltal a terméshozam ¢s az 6ntdzés kozotti kapesolat kis mértékben gyengiilt (1, =
0,46123; 11, = 0,4189). Az x, és x, kozotti parcialis korrelacio 15, ~ —0,3035,
azaz, ha rogzitjiik a termés mennyiségét, akkor x; és x, kozott csekély mértéki negativ
korrelaciéo van. Tehat az esetek kb. 30%-ara igaz az, hogy ugyanaz a terméshozam
kevesebb ontdzés €s tobb munkaora, vagy tobb 6ntdzés és kevesebb munkadra mellett
tapasztalhato.

Kiszamithato, hogy az egyes magyardzo valtozok, illetve az egyiittes hatdsuk hogyan
jarul hozzéa az R? értékhez. Az x; hozzajarulasa R%-hez (az R? értéke a 2.a tablazat
fejlécében talalhato):
R? — rfz =0,9325 — (0,4612)% = 0,7198. (18)
Az x, hozzajarulasa R*-hez:

R? — 2 = 0,9325 — (0,9582)% = 0,0144. (19)

Az R?-bél fennmarad6 rész az x; és x, egyiittes hatdsa, ahogy ezt a 3. tdblazat mutatja.

magyarazod valtozo magyarazo valtozé hozzajaruldsa R? -hez
X 0,7198
Xy 0,0144
x1€s x, (egylittes hatas) 0,1983
Osszesen 0,9325

8. tablazat
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Lathato, hogy ha az egyes valtozok hatdsdhoz hozzaadjuk az egylittes hatast, visszakapjuk
a paronkénti determinacids egyiitthatokat:

r2 =0,7198 +0,1983 = 0,9181, 1, = 0,9582, (20)
1% = 0,0144 +0,1983 = 0,2127, 1y, = 0,4612. (21)

Arrél, hogy érdemes-e esetleg elhagyni valamelyik valtozot, és ha igen, akkor melyiket,
a korrigalt R? értékek kiszamitasa segitségével hozhatunk dontést. Két véaltozora a (13)
képletbe torténd behelyettesitéssel az alabbi eredményt kapjuk (adatok szdman = 22,
valtozok szama m = 2), ezt a STATISTICA13 programcsomag is megadja a 2.a tablazat
felso fejlécében ,,Adjusted R2” néven:

n—

R?=1-

1_1 (1-R) =1- 222‘11 -(1-10,9325) = 0,9254 = R%,.  (22)

n-m —2—

A (22) korrigalt determinacids egyiitthatd jeldlésére itt most hasznaljunk R?,-t, hogy
megkiilonboztessiik az alabbiakban kiszamolasra keriild tovabbi korrigélt determinacios
egytitthatoktol. Ha csak az x; (munkaora) valtozot hagyjuk meg (n = 22, m = 1), akkor
a korrigalt determindcids egyiitthato (jeldlésére megkiilonboztetésiil bevezetjiik az R%-t):

n-1

R?=1-

-(1-10,9181) = 0,9140 = R2.  (23)

n-m-1 -1-1

Hasonl6 gondolatmenettel, ha csak az x, (6nt6zéviz) valtozot hagyjuk meg (n =
22,m = 1), akkor az adjusztalt R? (itt az R megkiilonboztetd jelolést vezetjiik be):

22-1
22-1-1

n-1

RE=1-

——(1-rp)=1- -(1-0,2127) = 0,1733 =R3.  (24)

A modellben hasznalt valtozok szamarol, illetve arr6l, hogy melyiket hagyjuk meg, ugy
is donthetiink, hogy a fentick koziil azt az esetet vélasztjuk, amelyikre R? értéke
maximalis. (Megj.: A képletekbdl latszik, hogy ha ugyanannyi a valtozok szama, akkor
az az adjusztalt R? lesz nagyobb, amelyikben nagyobb péaronkénti determindcios
egyttthatoval szamolunk, a kisebbhez tartozot emiatt felesleges kiszamolni.) A (22), (23)

¢s (24) eredmények novekvo sorrendben:
R; <R} <Rf;, (25)

tehat érdemes a kétvaltozos modellt megtartani. Az viszont megfontolando, hogy mivel
az R? és R%, kozott alig van kiilonbség, és ha a kétvaltozos fiiggvény helyett az x; egy
magyardzo valtozos regresszidos modellt hasznaljuk, akkor ez 0sszhangban lesz a IV.
kérdésre adott valasszal, amely szerint csak az x; magyarazo valtozo szignifikans. Ilyen
esetben a szakmai szempontok (konzultacio az adatokat szolgaltato szakemberekkel) is
fontos lehet a végsd modell kialakitasaban. Sokszor el6fordul, hogy egy statisztikai
értelemben kevésbé megbizhat6 fiiggvény jobban modellezi a vizsgalt folyamatot, mint
a masik, ,,jobb” statisztikai mutatészamokkal rendelkezd. Egy ismételt mintavétel (masik
adatsor) vizsgalta is célravezetd lehet, de erre a gyakorlatban legtobbszor nincs lehetdség.
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Osszefoglalas

Az alkalmazott statisztika oktatasa kiemelt fontossdgiva valt napjainkban. A kevés 6raszam
¢s a hallgatok megfeleld eldképzettségének hidnya miatt nagyon fontos az egyszerl
megkozelités €s a szemléletes példak hasznalata. A fenti két mintafeladat a tobbvaltozds linearis
regresszidszamitds néhany olyan aprd részletére vilagit ra, amelyekkel konkrét problémak
megoldasa soran taldlkozhatnak hallgatoink. A témakdr targyaldsakor természetesen még
szamtalan egyéb kérdés felmeriilhet, amelyekre itt nem adtunk valaszt. Nem foglalkoztunk
példaul a tobbvaltozds linedris regresszid alkalmazhatosagi feltételeinek vizsgalataval,
amelytdl a gyakorlatban nem tekinthetiink el. Nagyon fontos ismételten hangstlyozni, hogy
gyakorlati/szakmai szempontbol nem mindig azok a legjobb modellek, amelyeket a megfeleld
statisztikai mutatok kiszamitdsaval a legmegfelelobbnek gondolunk. Eléfordulhat, hogy a
statisztikai értelemben gyengébbnek értékelt modell az adott szakteriileten sokkal jobban leirja
a vizsgalt folyamatot, mint amelyiket a statisztikai mutatok alapjan valasztanank. A statisztikai
modellalkotéas éppen ettdl szép és izgalmas feladat.
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