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Absztrakt  
A tanulmány keretében egy hosszabb kísérletsorozat keretében végzett összetett, precedencia 
alapú ütemezési MILP modellek első eredményeinek elemzését végeztük el nemparametrikus 
statisztikai próbák segítségével az optimalizálás szempontjából fontos függő változóra két 
független változó faktorai alapján. Az elemzés során Mann-Whitney, Wilcoxon-, 
Kolmogorov-Szmirnov és Moses-próbát végeztünk el.  
Kulcsszavak: MILP, nemparametrikus statisztika, ütemezés, optimalizálás, gyártósor  
  
Bevezetés  

Ütemezési feladatok számos területen jelentkeznek a gyártástól a logisztikán át az üzleti 

projektek menedzsmentjéig. Ezek olyan döntési problémák, ahol valamilyen folyamatok 

időzését kell meghatározni, és eközben gyakran a folyamatokhoz szükséges szűkös 

erőforrások megosztásáról is dönteni kell. Az erőforráskorlátok mellett további 

feladatspecifikus korlátozások is felmerülhetnek, melyeknek meg kell felelni. A legtöbb 

esetben azonban ennek a döntési problémának rengeteg megengedett megoldása van, és a 

valódi kihívás ezek közül megtalálni az adott szempont szerinti legjobbat. Az optimalizálás 

célja lehet például a befejezési idő vagy a határidők túllépésének minimalizálása, vagy az 

egységnyi idő alatt elvégzett folyamatok számának maximalizálása.  

Az optimalizáláshoz használt matematikai modellek hatékonyságának összemérésére a 

szakirodalomban általában a megoldási időt veszik alapul. Azonban ez az összehasonlítás 

nem minden feladat esetén ugyanazt az eredményt adja. Jelen kutatásunk célja, hogy 

összefüggéseket találjunk az egyes modellezési megoldások és az ütemezési feladatok 

jellemzői között. Ezek az összefüggések rámutathatnak egyes modellek gyengeségeire és 

erősségeire, melyek segítik a továbbfejlesztésüket, valamint támpontot nyújthatnak, hogy egy 

https://doi.org/10.35511/978-963-334-453-8.Toth_Zs-et-al
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új feladat esetén várhatóan melyik modellezési technika a legígéretesebb irány. Ez a 

tanulmány ennek a kutatásnak a kezdeti eredményeit ismerteti. 

Anyag és módszer 

Jelen tanulmányban egy klasszikus, gyártósori ütemezési feladatosztályt vizsgáltunk, amely a 

szakirodalomban hybrid flow shop (HFS) néven ismert (Emmons & Vairaktarakis, 2012). A 

klasszikus flow shop feladatban a gyártósornak m állomása van, melyeken egy megadott 

sorrendben halad végig n termék mindegyike. Minden állomáson van egy berendezés, amely 

elvégzi az adott gyártási lépést a terméken, ennek időigénye termékenként eltérő lehet. Egy 

gép egyszerre csak egy terméken dolgozhat, és egy gyártási lépés végrehajtása nem szakítható 

félbe. A cél a befejezési idő, azaz az utolsó termék elkészülési idejének minimalizálása. A 

feladat megoldása egy ütemezés meghatározása, amely leírja, hogy az egyes termékek lépései 

mikor kerülnek végrehajtásra. A hybrid flow shop egy olyan általánosítása az előbbi 

feladatnak, melyben a gyártósor állomásain több berendezés is rendelkezésre állhat, melyek 

egy állomáson belül egymással egyenértékűek, azonos teljesítményűek. Ezáltal egy állomáson 

több termék gyártása is folyhat egyidőben, ami hatékonyabbá teszi a rendszert, de növeli a 

feladat komplexitását is. Ütemezési feladatok megoldására különféle módszerek jelentek meg 

a szakirodalomban. Az egyik leggyakoribb módszer a kevert-egészértékű lineáris 

programozás (MILP, Mixed-Integer Linear Programming). Ennek az alapja egy matematikai 

modell, melyben folytonos és egészértékű változók, valamint konstans paraméterek lineáris 

kombinációt tartalmazó korlátozások (egyenletek és egyenlőtlenségek) és egy célfüggvény 

található. A megoldás során úgy kell meghatározni a változók értékét, hogy kielégítsék a 

korlátozásokat, és a legjobb célfüggvény értékkel rendelkezzenek. Erre számos megoldó 

szoftver létezik, mi a Gurobi 9.5.1 verzióját használtuk. A megoldási algoritmusok fejlesztése 

is egy fontos területe az operációkutatásnak, azonban a munkánk során csak a modellezési 

technikák elemzésével foglalkoztunk, azonos megoldót és hardvert használva hasonlítottuk 

össze a különböző modelleket. 

A MILP alapú módszerek előnye, hogy garantáltan megtalálják az optimális megoldást, 

feltéve, hogy a felírt matematikai modell helyes (Hegyháti, et al., 2009). Azonban a 

megoldási idő exponenciálisan nő a feladat méretének növekedésével, ezért nagyméretű 

feladatokra a heurisztikus módszerek alkalmazása hatékonyabb lehet. Mégis, a MILP 

modellek kutatása fontos, hogy minél nagyobb feladatokra lehessen garantáltan optimális 

megoldást találni, továbbá a MILP modelleket felhasználhatják a heurisztikus módszerek, 

hogy jobb megoldásokat találjanak. 
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3 modell került elemzésre: (Méndez, et al., 2001) (Méndez & Cerdá, 2003) (Ferrer-Nadal, et 

al., 2008). Mind precedencia alapú döntési változókat alkalmaz, de vannak különbségek 

köztük a korlátozásokban és az általuk kezelt feladatosztályokban. Valójában mindhárom 

modell képes a vizsgált feladatosztálynál általánosabb feladatok megoldására is, például egy 

állomáson belül különböző sebességű berendezéseket is megengednek. A komplexebb 

feladatosztályokon történő összehasonlításra a kutatás folytatásában fog sor kerülni.  

A modellek összehasonlítása a (Fernandez-Viagas & and Framinan, 2020) által közzétett 

feladatokon történt, 5000 s időkorláttal. Mivel ezek nehézségük alapján összeválogatott 

feladatok, a MILP modellek csak a legkisebb méretű, 10-15 terméket és 5-20 állomást 

tartalmazó 80 példán kerültek tesztelésre. Néhány példa megoldása így sem fért bele az 

időkorlátba, ezeket nem tekintettük érvényesnek.  

Az elemzés R, SPSS és JASP segítségével történt. A testresult tábla jelenleg érvényes 

értékeinek (n = 44) cpu_sec (függő változó) és eqs_of_task_min/eqs_of_task_max (független 

változók, az állomások minimális és maximális berendezésszáma) közötti értékeket elemeztük 

esettanulmány jelleggel. (Az alacsony esetszám miatt a kapott eredményeket körültekintően 

kell kezelni!)  

A függő változót metrikus változóként, a független változókat számjegyekkel leírt nominális 

változóként kezeltük az elemzés során. Először leíró statisztikát készítettünk a cpu_sec 

változó általános jellemzőinek feltárására, majd cpu_sec változó értékeit a nominális változók 

értékei – eqs_of_task_min: 1, 2, 3; eqs_of_task_min: 1, 3 – alapján képzett faktorokhoz 

rendeltük.   

Az így elálló csoportok (részminták) és a kiinduló minta hisztogramjait (eloszlásait) 

vizuálisan elemeztük, majd Shapiro-Wilk és Kolmogorov-Szmirnov  próbával (normalitás) 

(Shapiro & Wilk, 1965) (Smirnov, 1948), ill. Bartlett-féle K-négyzet próbával (Bartlett, 1937) 

(szóráshomogenitás) megvizsgáltuk, hogy a két független változó faktoraihoz rendelt 

cpu_sec-re végezhető-e t-próba ("Student" Gosset, 1908) vagy ANOVA (Fisher, 1921). Az 

előfeltételek nemteljesülése miatt nemparaméteres próbákat – Mann-Whitney próbát (Mann 

& Whitney, 1947), Wilcoxon-próbát (Wilcoxon, 1945), Kolmogorov-Szmirnov próbát és 

Moses-próbát (Chernoff & Moses, 1986) – végeztünk.   

A próbák során minden esetben azonos szignifikanciaszinttel dolgoztunk. (α = 0,05.)  
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Eredmények  

Leíró statisztika  

Az 1. táblázat alapján a cpu_sec változó eloszlása nem normális, a módusz alapján értékei 

jelentős mértékben közvetlenül a 0 feletti tartományban tömörülnek, a medián a 

terjedelemhez képest alacsony.   

Az értékek nagy hányada közvetlenül a tartomány alsó határa (0,49) feletti sávban 

csoportosul, de aztán hosszan „elnyúlik”. A Shapiro-Wilk próba értéke alapján cpu_sec nem 

követ normális eloszlást.  

  
Mutató  cpu_sec  Mutató  cpu_sec  

Érvényes  44  Kurtosis  3,483  

Módusz (első)  0,490  K. standard hibája  0,702  

Medián  60,920  Shapiro-Wilk  0,594  

Átlag  728,020  P-érték (SW)  8,169×10-10   

Szórás  1359,398  Terjedelem  4983,250  

MAD  60,180  Minimum  0,490  

IQR  466,997  Maximum  4983,740  

Variancia  1,848×10+6   25. percentilis  7,922  

Skewness  2,123  50. percentilis  60,920  

Sk. standard hibája  0,357  75. percentilis  474,920  

1. táblázat A függő (cpu_sec) változó leíró statisztikája  
  
 

Minták eloszlásának vizuális összehasonlítása  

A cpu_sec változó hisztogramjainak (1. ábra) alapján a teljes minta és a részminták eloszlása 

több szegmensben szinte azonos, ez azonban részben visszavezethető arra, hogy a vizsgált 

részminták egy része alacsony elemszámú. Élhetünk azzal a feltételezéssel is, hogy a 

részminták eloszlása között nincs különbség, később ezt próbával is igazoljuk.  
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1. ábra cpu_sec hisztogramjai különböző metszetekben  
  
Próbák előfeltételeinek vizsgálata  

A t-próba előfeltétele, hogy az egyes faktorok és az esetek függetlenek legyenek egymástól. 

Az egymástól függetlenül, eltérő paraméterekkel végzett számítások miatt a két feltétel 

teljesül.  

További feltétel a függő változó skála- (metrikus) jellege, a csoportokhoz tartozó függő 

értékek normalitása és a szóráshomogenitás.   

A függő változó metrikus jellege teljesül.  

A két oszlop lehetséges faktoraihoz (eqs_of_task_min = 1, 2, 3; ill. eqs_of_task_max = 1, 3) 

tartozó cpu_sec értékekra Shapiro-Wilk próba egy esetben nem cáfolta a normalitásra 

vonatkozó nullhipotézist (eqs_of_task_min = 3, W = 0,82281, p = 0,1227), azonban a kis 

mintáknál alapvetően jobban használható Kolmogorov-Szmirnov próba minden esetben igen 

kis p értékkel járt.  
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A homogenitás Bartlett-féle K-négyzet próbával ellenőriztük. A homogenitásra vonatkozó 

nullhipotézisünket cpu_secre csak task_max esetén nem vetettük el (K-négyzet = 0,72797, df 

= 1, p = 0,3935).  

Nincs olyan változónk/faktorunk, ahol a szóráshomogenitás és a normális eloszlás az egyes 

faktorokhoz tartozó cpu_secre egyszerre érvényesülne, ezért a t-próba nem alkalmazható.  

Bár az ANOVA előfeltételei némileg eltérnek a t-próbáétól, a szóráshomogenitás és a 

normalitás nemteljesülése, ill. az alacsony elemszám miatt az ANOVA eredményének ereje 

kérdéses, ezért a próbát nem hajtottuk végre. A kísérleti eredményeinek bővülése az ANOVA 

használatát előtérbe helyeztheti.  

A t-próba és az ANOVA előfeltételeinek nemteljesülése miatt nemparametrikus páros 

próbákat végeztünk. A nemparaméteres próbák eredményeit részletesen közöljük.  

  

Mann-Whitney és Wilcoxon-próba  

H0: A párosan összehasonlítható részmintákhoz tartozó cpu_sec mediánja azonos.  

H1: A párosan összehasonlítható részmintákhoz tartozó cpu_sec mediánja nem azonos.  

cpu_sec (eqs_of_task_min = 1,2): U = 133, Ws = 568, Z = -0,386, p (2×1-oldali) = 0,716  

cpu_sec (eqs_of_task_min = 1,3): U = 68, Ws = 83, Z = -0,219, p (2×1-oldali) = 0,851  

cpu_sec (eqs_of_task_min = 2,3): U = 20, Ws = 35, Z = -0,612, p (2×1-oldali) = 0,594  

cpu_sec (eqs_of_task_max = 1,3): U = 116, Ws = 152, Z = -0,852, p (2×1-oldali) = 0,410  

Mivel p > α minden esetben, H0-t egyik esetben sem vetjük el.  

  

Kolmogorov-Szmirnov próba  
H0: A párosan összehasonlítható részmintákhoz tartozó cpu_sec eloszlása azonos.  
H1: A párosan összehasonlítható részmintákhoz tartozó cpu_sec eloszlása nem azonos.  

cpu_sec (eqs_of_task_min = 1,2): KS Z = 0,696, p (kétoldali) = 0,718  

cpu_sec (eqs_of_task_min = 1,3): KS Z = 0,498, p (kétoldali) = 0,965  

cpu_sec (eqs_of_task_min = 2,3): KS Z = 0,730, p (kétoldali) = 0,660  

cpu_sec (eqs_of_task_max = 1,3): KS Z = 0,675, p (kétoldali) = 0,752  

Mivel p > α minden esetben, H0-t egyik esetben sem vetjük el.  
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Moses-próba  
H0: A párosan összehasonlítható részmintákhoz tartozó cpu_sec varianciája azonos.  
H1: A párosan összehasonlítható részmintákhoz tartozó cpu_sec varianciája nem azonos.  
cpu_sec (eqs_of_task_min = 1,2): p (egyoldali) = 1  
cpu_sec (eqs_of_task_min = 1,3): p (egyoldali) = 1  
cpu_sec (eqs_of_task_min = 2,3): p (egyoldali) = 1  
cpu_sec (eqs_of_task_max = 1,3): p (egyoldali) = 0,781  
Mivel p > α minden esetben, H0-t egyik esetben sem vetjük el.  
  
Következtetések  

A vizsgálatok során tehát megállapítottuk, hogy parametrikus próba nem végezhető, a 

nemparametrikus próbák pedig a két független változónk eltérő értékeinek hatását sem a 

mediánra, sem az eloszlásra, sem a varianciára nem igazolták. A későbbi elemzések során 

tehát élhetünk azzal a feltételezéssel, hogy a két változó eltérő értékei nem vagy egymástól 

függetlenül nem gyakorolnak eltérő hatást a cpu_sec változó alakulására.  
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 Abstract 
 

Zsolt Tóth – Máté Hegyháti – Ernő Kulcsár – Olivér Ősz  
 

Non-parametric statistical analysis of the results of a scheduling task  
  

Three MILP problems based on different models were solved and the results were analysed 
using non-parametric statistical tools. It was concluded that the groups formed on the basis of 
the independent variables for the variable cpu_sec did not show significant differences in the 
indicators tested. In this study, the first results of a complex precedence-based MILP task 
performed in a long experiment were analysed using nonparametric statistical tests on the 
dependent variable of interest for optimization based on the factors of two independent 
variables. The analysis was performed using Mann-Whitney, Wilcoxon, Kolmogorov-Smirnov, 
and Moses test.  
Keywords: MILP, nonparametric statistics, scheduling, optimization, production line  
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