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Absztrakt

A tanulmény keretében egy hosszabb kisérletsorozat keretében végzett dsszetett, precedencia
alapu titemezési MILP modellek elsé eredményeinek elemzését végeztiik el nemparametrikus
statisztikai probak segitségével az optimalizalas szempontjabol fontos fiiggd valtozoéra két
fuggetlen valtozo faktorai alapjan. Az elemzés sordn Mann-Whitney, Wilcoxon-,
Kolmogorov-Szmirnov és Moses-probat vegeztiink el.

Kulcsszavak: MILP, nemparametrikus statisztika, itemezés, optimalizalas, gyartosor

Bevezetés

Utemezési feladatok szamos teriileten jelentkeznek a gyartastdl a logisztikan at az Gzleti
projektek menedzsmentjéig. Ezek olyan dontési problémak, ahol valamilyen folyamatok
1dozeését kell meghatarozni, és ekdzben gyakran a folyamatokhoz sziikséges sziikos
eréforrasok megosztasarol is donteni kell. Az erdforraskorlatok mellett tovabbi
feladatspecifikus korlatozasok is felmerulhetnek, melyeknek meg kell felelni. A legtébb
esetben azonban ennek a dontési problémanak rengeteg megengedett megoldasa van, és a
valddi kihivas ezek kozil megtalalni az adott szempont szerinti legjobbat. Az optimalizalas
célja lehet példaul a befejezési id6 vagy a hataridok tallépésének minimalizalasa, vagy az

egységnyi id0 alatt elvégzett folyamatok szdmanak maximalizalasa.

Az optimalizalashoz hasznalt matematikai modellek hatékonysaganak 0Osszemérésére a
szakirodalomban altalaban a megoldasi id6t veszik alapul. Azonban ez az Osszehasonlitas
nem minden feladat esetén ugyanazt az eredményt adja. Jelen kutatdsunk célja, hogy
Osszefliggéseket talaljunk az egyes modellezési megoldasok és az (temezesi feladatok
jellemzo6i kozott. Ezek az Osszefliggések ramutathatnak egyes modellek gyengeségeire és

erdsségeire, melyek segitik a tovabbfejlesztésiiket, valamint tampontot nydjthatnak, hogy egy
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uj feladat esetén véarhatdan melyik modellezési technika a legigéretesebb irany. Ez a

tanulmany ennek a kutatasnak a kezdeti eredményeit ismerteti.

Anyag és modszer

Jelen tanulményban egy klasszikus, gyartdsori Gitemezési feladatosztalyt vizsgéltunk, amely a
szakirodalomban hybrid flow shop (HFS) néven ismert (Emmons & Vairaktarakis, 2012). A
klasszikus flow shop feladatban a gyartésornak m allomasa van, melyeken egy megadott
sorrendben halad végig n termék mindegyike. Minden alloméason van egy berendezés, amely
elvégzi az adott gyartasi 1épést a terméken, ennek iddigénye termékenként eltérd lehet. Egy
gép egyszerre csak egy terméken dolgozhat, és egy gyartasi l1épés végrehajtasa nem szakithatd
félbe. A cél a befejezési id6, azaz az utolsd termék elkésziilési idejének minimalizalasa. A
feladat megoldasa egy ltemezés meghatarozasa, amely leirja, hogy az egyes termékek 1épései
mikor kerlilnek végrehajtasra. A hybrid flow shop egy olyan altalanositasa az elébbi
feladatnak, melyben a gyartésor alloméasain tébb berendezés is rendelkezésre allhat, melyek
egy allomason beliil egymassal egyenértékiiek, azonos teljesitménytiek. Ezaltal egy allomason
tobb termék gyartasa is folyhat egyidében, ami hatékonyabba teszi a rendszert, de noveli a
feladat komplexitasat is. Utemezési feladatok megoldasara kiilonféle modszerek jelentek meg
a szakirodalomban. Az egyik leggyakoribb mddszer a kevert-egészértékii linearis
programozas (MILP, Mixed-Integer Linear Programming). Ennek az alapja egy matematikai
modell, melyben folytonos és egészértékii valtozok, valamint konstans paraméterek linearis
kombinaciot tartalmazo korlatozasok (egyenletek és egyenldtlenségek) és egy célfliggvény
talalhaté. A megoldas soran ugy kell meghatarozni a valtozok értékét, hogy kielégitsék a
korlatozasokat, eés a legjobb célfliggvény értékkel rendelkezzenek. Erre szamos megoldo
szoftver létezik, mi a Gurobi 9.5.1 verziojat hasznaltuk. A megoldasi algoritmusok fejlesztése
is egy fontos teriilete az operdcidkutatasnak, azonban a munkéank soran csak a modellezési
technikak elemzésével foglalkoztunk, azonos megoldét és hardvert hasznalva hasonlitottuk

0ssze a kiilonboz6 modelleket.

A MILP alapt modszerek elénye, hogy garantdltan megtalaljadk az optimalis megoldast,
feltéve, hogy a felirt matematikai modell helyes (Hegyhati, et al., 2009). Azonban a
megoldasi id0 exponencidlisan nd a feladat méretének novekedésével, ezért nagyméretii
feladatokra a heurisztikus modszerek alkalmazésa hatékonyabb lehet. Mégis, a MILP
modellek kutatdsa fontos, hogy minél nagyobb feladatokra lehessen garantaltan optimalis
megoldast talalni, tovabbad a MILP modelleket felhasznalhatjak a heurisztikus modszerek,

hogy jobb megoldasokat talaljanak.
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3 modell kerilt elemzésre: (Mendez, et al., 2001) (Méndez & Cerda, 2003) (Ferrer-Nadal, et
al., 2008). Mind precedencia alapu dontési valtozokat alkalmaz, de vannak kulénbségek
koztuk a korlatozasokban és az altaluk kezelt feladatosztalyokban. Val6jaban mindharom
modell képes a vizsgalt feladatosztalynal altalanosabb feladatok megoldasara is, példaul egy
allomason belill kiilonb6z6 sebességii berendezéseket is megengednek. A komplexebb

feladatosztalyokon torténd Osszehasonlitasra a kutatas folytatasaban fog sor kertilni.

A modellek 6sszehasonlitasa a (Fernandez-Viagas & and Framinan, 2020) altal kozzétett
feladatokon tortént, 5000 s iddkorlattal. Mivel ezek nehézségiik alapjan Osszevalogatott
feladatok, a MILP modellek csak a legkisebb méretii, 10-15 terméket es 5-20 allomast
tartalmazd 80 példan keriltek tesztelésre. Néhany példa megoldasa igy sem fért bele az

idékorlatba, ezeket nem tekintettiik érvényesnek.

Az elemzés R, SPSS es JASP segitségével tortént. A testresult tabla jelenleg érvényes
értékeinek (n = 44) cpu_sec (fiiggd valtozo) és eqs_of task_min/eqs_of task_max (fuiggetlen
valtozdk, az allomésok minimalis és maximalis berendezésszama) kdzotti értékeket elemeztiik

esettanulmany jelleggel. (Az alacsony esetszam miatt a kapott eredményeket koriiltekintéen

kell kezelni?)

A fliggd valtozot metrikus valtozoként, a fliggetlen valtozokat szamjegyekkel leirt nominalis
valtozoként kezeltik az elemzés soran. El6szor leird statisztikat készitettiink a cpu_sec
valtozo altalanos jellemzinek feltarasara, majd cpu_sec valtozo értékeit a nominalis valtozok
értékei — egs_of task min: 1, 2, 3; eqs_of task min: 1, 3 — alapjan képzett faktorokhoz

rendeltik.

Az igy elallo csoportok (részmintadk) és a kiinduld minta hisztogramjait (eloszlasait)
vizualisan elemeztik, majd Shapiro-Wilk és Kolmogorov-Szmirnov probaval (normalitas)
(Shapiro & Wilk, 1965) (Smirnov, 1948), ill. Bartlett-féle K-négyzet probaval (Bartlett, 1937)
(sz6rashomogenitas) megvizsgaltuk, hogy a két fiiggetlen valtozd faktoraihoz rendelt
cpu_sec-re végezhet6-e t-proba ("Student™ Gosset, 1908) vagy ANOVA (Fisher, 1921). Az
clofeltételek nemteljesiilése miatt nemparaméteres probakat — Mann-Whitney prébat (Mann
& Whitney, 1947), Wilcoxon-prébat (Wilcoxon, 1945), Kolmogorov-Szmirnov probéat és
Moses-probat (Chernoff & Moses, 1986) — végeztiink.

A probak sordn minden esetben azonos szignifikanciaszinttel dolgoztunk. (o= 0,05.)
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Eredmenyek

Leiro statisztika

Az 1. tablazat alapjan a cpu_sec valtozé eloszlasa nem normalis, a mddusz alapjan értékei
jelentdés mértékben kozvetleniil a 0 feletti tartomanyban tomoriilnek, a median a

terjedelemhez képest alacsony.

Az értékek nagy hanyada kozvetlenil a tartomany alsé hatara (0,49) feletti savban
csoportosul, de aztan hosszan ,,elnyulik”. A Shapiro-Wilk proba értéke alapjan cpu_sec nem

kdvet normalis eloszlast.

Mutato cpu_sec Mutatd Cpu_sec
Ervényes 44  Kurtosis 3,483
Modusz (els6) 0,490 K. standard hib4ja 0,702
Median 60,920  Shapiro-Wilk 0,594
Atlag 728,020  P-érték (SW) 8,169x10
Szo6ras 1359,398 Terjedelem 4983,250
MAD 60,180 Minimum 0,490
IQR 466,997 Maximum 4983,740
Variancia 1,848x10*  25. percentilis 7,922
Skewness 2,123  50. percentilis 60,920
Sk. standard hibaja 0,357  75. percentilis 474,920

1. tablazat A fiiggd (cpu_sec) valtozo leird statisztikaja

Mintak eloszlasanak vizualis 6sszehasonlitasa

A cpu_sec valtozo hisztogramjainak (1. abra) alapjan a teljes minta és a részmintak eloszlasa
tobb szegmensben szinte azonos, ez azonban részben visszavezethet6 arra, hogy a vizsgalt
részmintak egy része alacsony elemszamu. Elhetink azzal a feltételezéssel is, hogy a

részmintdk eloszlasa kozott nincs kiilonbség, késobb ezt probaval is igazoljuk.
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Teljes minta
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1. dbra cpu_sec hisztogramjai kiilonb6z6 metszetekben

Probdk eldfeltételeinek vizsgalata

A t-proba elofeltétele, hogy az egyes faktorok és az esetek fiiggetlenek legyenek egymastol.

Az egymastol fliggetleniil, eltérd paraméterekkel végzett szamitisok miatt a két feltétel

teljesil.

Tovabbi feltétel a fliggd valtozd skdla- (metrikus) jellege, a csoportokhoz tartozd fiiggd

értékek normalitasa és a szordshomogenitas.

A fliggd valtozo metrikus jellege teljesiil.

A Kkét oszlop lehetseges faktoraihoz (eqs_of task_min =1, 2, 3; ill. eqs_of task_max = 1, 3)
tartoz0 cpu_sec ertékekra Shapiro-Wilk préba egy esetben nem cafolta a normalitasra
vonatkozo nullhipotézist (eqs_of task_min = 3, W = 0,82281, p = 0,1227), azonban a kis

mintaknal alapvet6en jobban hasznalhato Kolmogorov-Szmirnov préba minden esetben igen

kis p értékkel jart.
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A homogenitas Bartlett-féle K-négyzet probaval ellendriztiik. A homogenitasra vonatkozo
nullhipotézisiinket cpu_secre csak task_max esetén nem vetettik el (K-négyzet = 0,72797, df
=1, p=0,3935).

Nincs olyan valtozdnk/faktorunk, ahol a szérashomogenitas és a normalis eloszlas az egyes

faktorokhoz tartozo cpu_secre egyszerre érvényesilne, ezért a t-préba nem alkalmazhato.

Bar az ANOVA el6feltételei némileg eltérnek a t-probaétol, a szordshomogenitas és a
normalitas nemteljestlése, ill. az alacsony elemszam miatt az ANOVA eredményének ereje
kérdéses, ezért a probat nem hajtottuk végre. A kisérleti eredményeinek boviilése az ANOVA

hasznalatat eldtérbe helyeztheti.

A t-proba és az ANOVA elbfeltételeinek nemteljesiilése miatt nemparametrikus paros

prébakat végeztiink. A nemparaméteres prébak eredményeit részletesen kozoljik.

Mann-Whitney és Wilcoxon-préoba
Ho: A parosan 6sszehasonlithatd részmintakhoz tartozo cpu_sec medianja azonos.

Hi: A parosan dsszehasonlithatd részmintakhoz tartoz6 cpu_sec medianja nem azonos.
cpu_sec (egs_of task min=1,2): U =133, W, =568, Z =-0,386, p (2x1-oldali) = 0,716
cpu_sec (egs_of task min=1,3): U =68, W; =83, Z=-0,219, p (2x1-oldali) = 0,851
cpu_sec (egs_of task_min=2,3): U =20, W, =35, Z=-0,612, p (2x1-oldali) = 0,594
cpu_sec (egs_of task max =1,3): U =116, Ws =152, Z =-0,852, p (2x1-oldali) = 0,410

Mivel p > a minden esetben, Ho-t egyik esetben sem vetjik el.

Kolmogorov-Szmirnov préba
Ho: A parosan dsszehasonlithatd részmintakhoz tartozo cpu_sec eloszlasa azonos.

Hi: A parosan 6sszehasonlithatd részmintakhoz tartozo cpu_sec eloszlasa nem azonos.
cpu_sec (egs_of task_min =1,2): KS Z = 0,696, p (kétoldali) = 0,718
cpu_sec (egs_of task_min =1,3): KS Z = 0,498, p (kétoldali) = 0,965
cpu_sec (egs_of task_min =2,3): KS Z = 0,730, p (kétoldali) = 0,660
cpu_sec (egs_of task_max =1,3): KS Z = 0,675, p (kétoldali) = 0,752

Mivel p > a minden esetben, Ho-t egyik esetben sem vetjuk el.
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Moses-proba

Ho: A parosan dsszehasonlithatd részmintakhoz tartozo cpu_sec variancidja azonos.

Hi: A parosan dsszehasonlithaté részmintakhoz tartozo6 cpu_sec variancidja nem azonos.
cpu_sec (egs_of task_min =1,2): p (egyoldali) =1

cpu_sec (egs_of _task_min =1,3): p (egyoldali) =1

cpu_sec (egs_of task_min =2,3): p (egyoldali) = 1

cpu_sec (egs_of task _max = 1,3): p (egyoldali) = 0,781

Mivel p > a minden esetben, Ho-t egyik esetben sem vetjik el.

Kovetkeztetések

A vizsgalatok sordn tehat megallapitottuk, hogy parametrikus proba nem végezhetd, a
nemparametrikus probak pedig a két fiiggetlen valtozonk eltéré értékeinek hatasat sem a
mediénra, sem az eloszlasra, sem a variancidra nem igazoltak. A késébbi elemzések soran
tehat ¢lhetiink azzal a feltételezéssel, hogy a két valtozé eltérd értékei nem vagy egymastol

fliggetlentil nem gyakorolnak eltér6 hatast a cpu_sec valtozo alakulasara.
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Abstract
Zsolt T6th — Maté Hegyhéti — Ernd Kulcsdr — Olivér Osz

Non-parametric statistical analysis of the results of a scheduling task

Three MILP problems based on different models were solved and the results were analysed
using non-parametric statistical tools. It was concluded that the groups formed on the basis of
the independent variables for the variable cpu_sec did not show significant differences in the
indicators tested. In this study, the first results of a complex precedence-based MILP task
performed in a long experiment were analysed using nonparametric statistical tests on the
dependent variable of interest for optimization based on the factors of two independent
variables. The analysis was performed using Mann-Whitney, Wilcoxon, Kolmogorov-Smirnov,
and Moses test.
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