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Abstract:
sr"t"y t., 1gg2., A discreten itaration in number theory Tud. Kőzl. Szombathely, Termé-

szettudományok 3' 71-91.
Some yéars ago a detailed analysis was made by_profess'or Francois Robert and his

co_workers on thő discrete (and coitÍnuous1 iteratjons. The mathematical theory wag wo\ed
óut, ajna a lot oÍ fields were Íound, such ás: theoretica! com'puter .sciance, biomathematics,
physics, sociology and psycholog where the discrete itentive scheme can be applied to

the modelling of ceftaÍn problems.
The present work discusses Íhe

Xn*t = xfr mod M

specia! discrete iteration, with particular emphasis on the Ínvestigatlon of the iteration gnphs'
sÍructures. The matter ot producing iteration graphs is a/so dlscussed.

1. felezet

1.1. Alapfogalmak.

Diszkrét iteráció:
Legyen X véges halmaz,
F az X-et önmagába vívó leképezés (F:X + X),
xo € X kezdóelem'

TekintsÜk a kovetkezó iterációt:

xr+t = F(xr) (r= 0, 1,2, ...),
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Az egymás után végrehajtott iterációs lépések egy sorozatot generálnak,

melynek a viselkedését vizsgáIjuk.
úivet X véges halmaz, a sorozat tetszóleges xo kezdóelem esetén

p"'iáoixu..a vátix. Alapvetóen két kÜlönbözó típus lehetséges.
* Néhány kezdeti iépés után egy t€x állandóvá váik:

F (t) = t. Ekkor t etnevezése fixpont'

** Valamikor egy korábbi elemet kapunk vissza:
F (tr) : 1t

F(t2)=6

F (tn) = tt (t't, tz, .'' , tn különbözők)

Ekkor (tt, tz, ... , tn)-t n elemű ciklusnak hÍvjuk'

A fixpont és a ciklus kozös elnevezése: attraktor'

lterációs gráf:

- irányított,

- csúcsai az X halmaz elemei,

- él vezet x-ból y-ba, ha F(x) = y'

1.2. Az iterácil
Legyen M tetszóleges egynél nagyobb természefites szám: modulus. Az

X alióhdmaz elemei a mod M maradékosztályok'

'"ó'úk 
az alábbi r,x*i leképezést: minden xi maradékosztályhoz rendel_

iülihozzá az xixi maradékosztály, azaz.
Xi+l =F(x1) =xix1

Például M=9 esetén
x 01234 5678

@
HáromösszefÜggórészgrátlátható.Kétfixpontvan:0;1,valamintegy

db. kételemrj ciklus: (4, 7)'

nz iterációs gráf sieixezetét vizsgálva a továbbiakban szó lesz:

_ Íixpontokról,
- ciklusokról,
_ szimmetriaviszonyokról a gráfon beliil'

- bináris Íákról,
_ illewe attraktorkeresó és grátrajzoló algoritmusról'

1.3 Attraktorkereső algoritmusok
Az attraktorot< szárírftógépes keresésének természetszerű módja a követ-

kezó eljárás. A kiindulásí io maradékosaályt egy tömb elejére tesszÜk'Az

oÉnn"í elóállított maradékosztályokat is Íolyamatosan ebben a tömbben

úiorjuk. Az új elemet összehasohtit;ux a már tömbben levőkkel' Amennyi-
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ben talá|unk vele egyezót, a kettó közti tömbelemeket kinyomtatjuk' A
Íutás hosszabb idót vehet igénybe, ha M nagy.

D. HOFFMANN és L' MOHLER egy másik, gyorsabb attraktorkereső
algortimust adtak, amely csak két memóriahelyet Íoglal a részadatok
tárolására. (RHoP-algoritmus). A két váftozó, amelyre szükség van: Slow
és Fast' Kezdetben mindkét változó a kiindulási Xq értékei kapja. 

^ziterativ ciklusban 3 utasítás van:

Fast:=F (Fast),
Fast:=F (Fast),
Slow:=F (Slow).

Látható, hogy a Fast váhozó kétszer olyan gyorsan mozog az attraktor
felé, majd köroz abban, mint a Slow. Az attraktorban Fast utoléri Slow-t,
ekkor ér véget a ciklus. Az elemek azonosítására a Slow aktuális
értékéból kiindulva még néhányszor végrehajtjuk az iterativ lépést úgy,
hogy Slow járja végig az attraktort' és a közbeesó értékeket kja ki. Az
összes attraktor megkereséséhez többször kell alkalmazni a RHoP-eljárást.

2. Íe|ezet

Vizsgálandó, hogy adott M modulus esetén hány Íixpont van és metyek
ezek.

Triviális Íixpont lesz á t=o és a t=1 maradékosztály tetszőleges M
esetén. Az. iterációs gráfban tehát legalább 2 Íixpont és az ezekhez
tartozó ÖsszeÍuggó részgrdt szerepel. Van-e még Íixpont? A kérdés
megválaszoJására az

(1) f:xmodM
másodÍokú kongruenciát kell megoldani.

2.1 M=10f speciáIis eset (k >0 természetes szám).
(1)-vel ekvívalens az

(2) x(x-l)=O mod 10k
kongruencia. A két trMiális Íixpont rögtön adódik: x=0, x=1.

Mivel (x, x-1) =1 ezért nem trMiális fixpontot. kapunk az
x=0 mod 2k

(3) x-1=0 mod Sk,

maid az

(4)
x=0 mod 5k
x-1:0 mod 2k

szimultán kongruenciarendszerek megotdásával. Ezek megoldhatók és
egy-egy megoldáéuk lesz mod [2k, skl ] tok modulusra néane:
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(3) megoldása: x1 = ("')'(") 'od 
1o'

(4) megotclása: xe = (u')'(2 ) mod lok
(Euler kongruenciatételb áIapján könrryen beláthaó, hggy ezek va!óban

megoldások).
Á tentierbol kÖvetkezik, hogy M=10k esaén pontosan 2 nem trivaális

fixpont tesz k-tó| függetlenÜl, k-tól a megoldások fürggnek. Például:

k1234s6

E-_ il 76 j76 9Í176 09Í176 109376

A kiszámÍtott nem triviáis Íixpontok érdekessége ÍÉDENA\'|T, M. 1814-
15):

- adott k esetén x1+)Q = 10k+1,

- k-ról k+1-re lépve mindig egy új számjegy kerr]l a korábbi
xr il]. xz elé.

Áttalános M modulus mellett is igaz lesz: ha x Íi;xpont, akkor M+l-x is
az, a Íi;xpontok párokban Íordulnak eIó. (Meggondolható' hogy egyik
Íixpont sem lehet önmaga pária.)

z.2. ÁItatános eseÍ

Legyen M=Pí' p8' ,..p?' 1pl* P| ha i *j)
továbbá k > 0 természetes szám. oldjuk meg az

(s) f =xmodMk
kongruenciát. Vele ekvivalens:

(6) x(x-1) = 0 mod Mk

ia ret triviális megoldási x=o ilt. x=t moo Mk)
(x, x-1) -1 miatt egy fixporrtot kapunk, ha képezztlk a következó

szimultán kongruenciarendszert:

r=? il:5 iltl,

ahol (pt, {nz) = 
'l és mtmz =M. Pontosan egy megoldás van

mod [mtK,m2*]:M* modulusra:

x= (mT)r'{'!l mod Mk

Mk egy ,,Íelbontása'' során 1 megoldás van. Az .összes megoldást
megxapháÜuk, ha minden lehetséges mooon Íelíriuk Mk-t két egymáshoz

(7)
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relatM prim szorzatáÍa a sorrendel is Íigyelembe véve. M kÜlönböző
primosziólnak száma: s, amibót az összmegoldásszám: 2s (a két triviális
megoldást akkor kapjuk, ha ml=l vagY mz=l).

A Íixporilok száma Íüggetten k_tól, csak a megoldások függenek tóle.
Adott M mellett Ar*gyel je!Ölve a Íixpontok számát A1=2s.

Megjegyzések:
- M prim vagy primhatvány, akkor és csak akkor két fixpont lesz

(0,1). ('., 2., 3., 4. ábr{,
,.__'_-í---------1--6 M=|6 ,ot\ í1,I ,./ ')

M =15

M=8

M-17

M.17

I
J------. J..-=.---t

Q
1. ábla 2. ábn

M-27

i
Ó

Ó

3. ábn

Itl-27 *r ,it\/
'+22/\

"*'{ )"*!
\l
'ls*/

/\'2)

M.21

4. ábn
l+ro !. ,9<rt
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- M=2P, áhol P páraillan:szám, *kor, egyik frpontpár:
P, P*1. (A másik a ltlhdális.) (& &n),

Í:
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i
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Ö

l7J-gl < 4t
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/
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i>"*.{,o,r! ).
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J
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- szemléletes jelentése az eddigíeknek: Ha M alapú számrendözerben
olyan számokat keresÜnk, melyek utolsó k jegye megegyezik a szám
négyzetének utolsó k jegyével, akkor az ilyen k-jegyri végzódések száma
2s db lesz, a számok (7)-ból adódnak.

2.3. Következmények.
Euler kongruenciatétele nem ad Íelvilágosítást azon esetről, mikor a

modu]us és a hatványalap nem relatív primek. A kÖvetkező két tétel az
általános esetról ad ÍelvilágosÍtást.

1. TÉTEL:
Ha alo(M) : t mod M akkor t az *=x mod M egy megoldása.

@u|e (tI = ae(Mt mod M)

BtZol,tYÍTÁS:
Ha (a, M) :1 akkor alp(M) =í mod M; 12:í mod M.
Ha a= BM akkor s19(M) = 0 mod M ; 02 =0 mod M.
Ha a Íenti két eset egyike sem teljesÍjl, akkor tegyÜk fel, hogy

(a, M):6 (1<d<M). Legyenek p1, p2,..., ps rendre azon primek, melyek
M és a primÍelbontásában is szerepelnek' rajtuk kívÜl több ilyen nincs.
Eszerint

tr,t = (rTtrL'...r!')@?, ptr...pg")=Mldr ( (M', dr ) = 1; ,

^ 
= (ú'é''''ú" ) (qf'q''...qí"): dz.a' ( (dz, a') = '1;'

így teljestitnek a következók is:
(M'' a')=1; (M', a)=1; (M, a')-1; Ír(M) = 9(M') 9(d)

A tétel bizonyÍtásához elég belátni' hogy
(3) 13Íe(u)i 2 : ato(M)'mod M'
i5i i"rlt"tl )2 = a ÍP(M) mod dl

(4 iá'r(yl )" : (g?.(M) 9.(dr) f _ 6z9@1)1 to(trl) =1 mod M'' ' 'aP(M) '= 
@P@l fM) =1 ,o.i U'

(b) Betátjuk, hogy 
^ettdl=o 

mod dt. Ehhez elég megmutatni, hogy

dr |al2(d1), de elég már dt W?(ar)-t bizonyítani.

Mivel dzPF') : ü rtv\r) igy 
" 

feladat ai <9(d) igazolása
i=1

p(dl):ü,pÍ'r'_*l
i=1
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Ha bebizonyítiuk, hogy' ai s pr' tr - * ) akkor készen Vagyunk' Az

egyenlótlenség jobb oldala akkor a legxiseoo' ha pi=2' ezén a következŐ

állÍtás marad: ai S 2a1-1 amely nyilvánvaló'

2. TÉTEL:'Á^'i'-^i'* = x mod M kongruencia meooldása, akKor létezik

o<asM természet'e!".;il,';;ú'"_áet'l; ! mod M'

Blzot'tYÍTÁs:
Pux2=xmodMmásodÍokÚkongruenciánakmindigvankéttriviális

megoldása, ezekhez ?Z ?=o ill. az a=1 választással találhatunk megifelelő

a-t. Ha van nem trivi'l.ls megoldás, az a korábbiak szerint felírható

q = mf(tz) mod M

alakban, ahol M - m1m2 ; (m1, mz)=l i lTlt' mz >1'

Bizonyítani kell, hogy létezik olyan a' melyre 
'P(M) 

:'nf(mz) mod M'

Lássuk be azt, hogy az 6=61 választás megifeleló, vagyis '9(u)='9('z)
roO ftf. Vele ekvivaiens kongruenciarendszer:

,6q|m.z),,v@' ) 
= mf(mz) mod mr,

img('t)1r('e) 
g 69('z) mod mz,

és mindkét állÍtás egyszerűen belátható (a második az Euler tétel

-"b":!::[iHÍ}: 
rra aetr,ll = ti T9d. M akkor. tt. u 

'f ^,=x 
mod M egy

meooldása, és ha'J vogigmegy a 9'. 1' 2' "'' M-l számokon akkor az

;á a; minden megoldását megkapjuk'

3. Íelezet

AtÖbbelemúattraktorokvizsgálatáhozszükségleszazalábbiállításra
(K/SS P 1e78).

Az xk = x mod pÍi megoldásszáma és megoldásai:

pi=2 esetén
ha ai = 1 akkor 2 megoldás: y= 0 ; x= 1 mod 2'

ha ai > 1 akkor 1+ (k-1, 2)'(k_1 '2dt-2 ) db megoldás:

x=0; x= (-l)"q5"lqt mod zat,

, f.2
ahot c= G=f;ZI i cl = $^B
és 0 < q < (k_1, 2 ) ; o 3q1 < (k-1' t'_2 \
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oi > 2 orim estén
1 + ik-l , g(piot ))db megoloás:

x =0 ; x = g|'qt mod pÍl , ahol

P@Y'),P\pí') 
;'..,; 0<qi<(k -t, p(pÍ,)

(k -1, ,p(pf')l 
-,

pÍ') 
,: osvl-

es gi egy'irimiiiv gyök mod pÍ|.

3.1 Kételemü attraktorok 
I

Az yeX elem akkor lesz egy kételemű attraktor egyik tagja, ha teljesul

ra, noiy y = r(F(y)) és y * Éty,1 1azaz nem fixpont). Konkrétan:

(8) (4 x: = x mod M,

F)f$xmodM.
KeressÜk (8ia)-t kielégító maradékosaátyok számát. JelöljÜk ezt M-leL

na_vel a xéteÉmű attáktorok és a továbbiakban Ai-vel az i elemű

attraktorok számát' Egy attraktort elég egy elemével azonosítani, ezért

,o=!L+
Legyen M=Pí' p?r...p?, és keressÜk M-t. (8/a)-val ekvivalens az

alábbi kongruenciarendszer:
x4=xmodpfll
x4=xmodp$z

(e) 
;."=';;;J;:0.

Alkalmazzuk most a Íejezet elején emlÍtett állÍtást. Ha a 2 szerepel M

primtényezói között, két megoldbsa . 
(x=0 ; x=1) lesz (9) megfeleló

longruónciá1ának ( qi =1 esétén triviális, o, , 1 esetén pedig

(k-1,*t-') = (3,21i-z ) = l miat!).

Válasszuk ki valamelyik primtényezót: pi , és nézzíjk (9) rá vonatkozó

kongruenciáját. Legyen i = (3, rp(pi1)- 

1á rivaasztott tíngruenciá m'egokiásalnak száma: T+1). T lehetséges

értékei: 1 ill. 3, arra- szeretnénk feltételt megÍogalmazni, hogy ez mitól

ÍÜgg. p (pf' ) = @{q) p?'-' , tehát T=3 akkor tehetséges, ha l

3 | pi--1, vagyis pi = 6k*1 alakú prim' vagy

3=pi és o, ' 1.
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Tegyünk küIÖnbséget M primÍelbontásában levó primek között.

i = *{ p?,p8,...p?'ú'é'...olt ahol
pi : 6k+1 alakú prim; q1 : 6k+5_ alakú prim; a, f 2 o"

L,i, p>0 továbbá s a különbözó primosztők száma'
fl^'i=g vagY B=1 akkol Mz .= 2*' 4'
Áá'Brt ar[ór' M2=2n-1 4'+1.

( 2s+r-t _ 2*1 p<2 esaén
Tehát Fe'=4

[-2"*' _ 2*1 B>1 esetén

E képtet megadja* a kételemrj attraktorok számát, az attraktorok megha_

tározásá a tqezet elején emlÍtett állítás Íelhasználásával történhet. Az elsó

néhánymodu-lus,amikormárelófordulkételeműciklus:

M 79 13 14 18 192126272831 3536
i
(az iterációs gráfok megtalálhatók: láeséltEt 4' ábra)'

3.2 Speciátis többelemú attrakorok
Vizigáljuk bizonyos speciális.w hosszúságú ciklusok. számát. A speciali_

tas aíuán ál, hogy legyen z*-t p6m (lr/ersenn+-prim). Ha valamely x

;ü' ;gy * Éo"''í cirius része, aikor Fw1x;:x teljesül ennek megfeleló-

en:

f* =" mod M

Ki kell zárni, hogy
- x fixpont tegyen: x2fx mod M,

- olyan d< w elemú aüraktor része legyen, melyre dlw , tehát fd*x
mod M.

A kizárás egyszerű, ha w prim, ekkor csak a Í'uxpontvizsgálattal kell

foglalkozni. Legyen most w prim és adjuk meg 
''* =* mod M

megoldásszámát. Részekre bonwa:
(a) x=0modM,

(11) (b) f"-t = 1 mod M.

(11/b)-nél meg kellene vizsgátni M különbözó primha!ányainak és 2w_1-

n* á rcgnagy-ooo közös gsltopt. Ez bonyoluh lehet általános esetben de

eóv"ierűI ní'z"_l prim. így inoorotnató a kezdetben alkalmazott szelek-

ció.

Legyen M = prol V2o2 ...Pro" ;

(10)

r= (2*_r, e(pÍ'))
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*Y4 = 1 mod pÍl megoldásainak száma: 2 ha T='|
2w ha T=2w-1

T=2w_1 lehetséges, ha
pi = (2w_1)k+1 alakú prim vagy
pi = 2w-1 és ai >1

Legyen M=* e*-lf p?' ug,...P?'ú' é'...of' ahol

pi: (2w-t)k+1 alakú prim; qi: nem (zw-1)k+1 alakú prim;

al, fi>O i o, É2 0 valamint M külÖnbö.zp primosaóinak száma s.

Ha' B=6 v6gt F=j akkor-Mrn=Z*.t (21t
Ha p't ar[ó, tí,," : 2vr_1 12\r+l

z1z(:t)'-tt haB<2
lgy Aw =

e'(z(*1lÍ'+t)-r) n" p > |.w

{
t

E képtet megadja a w hosszúságú attraktorok számát, ha 2w_1 prim

(w= 2, 3, 5,7, 13, '..). Például w=3 esetén (5. ábra).

M 29 43 49 58 71 86 87 98 113 116
fu 22242444 2 4

3.3 Tetszőleges fiosszÚ ciklusok
A 3'2 alfejezet elején sikerÜlt megfogalmazni, hogy mikor tekintÜnk egy

X_beli elemet egy w hosszúságú ciklus részének. Akkor w specialitását
kihasználva adtunk képletet Aw_Í€. llyen képlet általánosságban nehezen
adható, de egy egyszerú, bár kevésbé használható viszont igen. Jelöljük
Aa_vel a d elemű attraktorok számát, Mr-vel pedig (10) megoldásszámát.

Aw=

megadja a w elemű attraktorok számát (4. ábra), de ismerni kell hozzá
minden d l w esetén a d elemű ciklusok számát (Aa).

1<d<W
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4. Íe|ezet

A szimmetria értelmezése
Az M modulushoz tartozó irányított gráÍot szimmetrikusnak nevezzük, ha

az összefÜggő részgráÍok halmaza két részre osáható úgy' hogy a két
halmaz között létezik olyan bijekció, hogy az egymáshoz rendelt részgrá-
Íok izomorfak. (2., 5. ábra).

Csak az M páros esette! Íoglalkozunk, hiszen M páratlan esetén eleve
nem lehet szimmetrikus a gráf. Ha M páros, akkor az Íteráció paritástanó,
aml bizonyos megosztottságra utal. RögzítsÜk Ie M-t és tegvÜk fe[ hogy
létezik olyan b szám, melyre minden É=y mod M esetén (x+b)'=y+b
mod M. Ez azt jelentené, hogy bármely x kezdóelemból indulunk ki és
hajtjuk végre az iterációs lépéseket, a kapott atakzatról készÜl egy

,,másodpéldány", melynek elemeit megkapjuk, ha az elsó sorozat megÍele-

ló etemeihez b-t adunk. Például M=6 esetén b=3. Mikor létezik megÍelelő
b?

Vonjuk ki egymásból az alábbi két kongruenciát:

(12)

2bx=0 mod M
b2=b mod M(13)

B+b)2 = y*b mod M
>( =y^mod M
2bx+b'=b mod M

(12) teljesül ha (13) mindegyike teliesül.

(13) elsó Íele rÖgzített b esetén megoIdható. A második fele igaz, ha b
fixpont. Tehát olyan Íixpontot kell keresni, melyre minden x esetén 2bx=0
mod M is teljesÜl.

rÉret:
Ha M=f p8, P$r...p?, és a=1 vd$! a=2 akkor tétezik megrfeleló

fixpont, tehát M_hez taílozó iterációs gráf szimmetrikus.
A bizonyítást két részletben végezztlk.
a:1
A 2.2 fejezet második megjegyzése szerint M/2 Íixpont. Ha f:y

mod M, akkor (x + *) 
2 

= f+Mx - ("''=y *} moo M, a ,,táVolságrtar-

tás'' Öröklódik. A gráf szimmetrikus les).
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n" * = 4k*1 alakú, axxor $ Íixpont,

h" T = 4k*3 alakú, arror $ Íixpont

A bizonyításuk:

+ * : (4k+1) $ = xru * T=$ moo rr,r

r+) íry" ) = í+) T = #rok+s; =91y *+M= *M mod M

o\ iJ"},[lo llJoJ ; ,,távolságtartás" öröklódésének megmutatása.

Legyen x tetszóleg".- p1'ő_ elem-(O.sx= M)' Ezt megtehetiük' mivel

oaritástartó az it"rá:o,-e. 
_igy 

a oi;exció a páros elemeket tartalmazó

aöáf h;; párattanoxat tartalmazót Íog hozzárendelni'

Ha M/a 4k+1 alakú: (x+ Vo]':x2+Má- (T)'=y^*} moo rrll

Ha M/4 4k+3 alakú: (x+#)'=x2+M+- (+)'=v+# mod M

A6=M/4vagyb=3Ml4válaszlássalmegfelbló,Íixpontotkapunk,az
iterációs gráf szimmetrikus lesz'

Mi van a > 2 ";;i;i rw előző típusú bizonyÍtás nem működik, men

L ei + 1)-k között (i=0, 1, 2, ...) nem található megfeleló Íixpont. A

f'
számítógépes Vizsgálatok szerint._ ha, M osztható B_cal' akkor néha

szimmetrikus lesz áz 
-itáracios gráÍ, néha nem' KÜlÖn érdekesség' hogy

ilyen esetekben a szimmetria tót|esen más típusú, mert nem teljesül a

,,távolságtartás,, (2. áiiái n nem szimmetrikus eseteknél (1. ábra) a gráÍ

;;jffi' szimmetrikus, valami ,,apróságon'' bukik el'

5. felezet

Tetszóleges M modulus mellett legalább két .Íixpont. 
Van' ezért az

iterációs grát sosem'lesz-ósszetÜggő. Az l-be mindig fut be él

kr"r_ri-óou' a nulláról ugyanez nem mondható el'

Bináris ta értelmezése
Az iterációs gráfot bináris fának nevezzuk, ha két összefÜggő részgráf_

ból áll, és teljesulnek az alábbiak:

-a0izoláltÍixpont'
- az 1Íixpontba egy él fut be ((M_l)-bőD'
_ az (M-l)_oe és á leveleken ilvut minoen további csúcsba két másik

él Íut be' (3. ábra).
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A bináris Ía létezésének szükséges feltétele könnyen megfogalmazható.
Mivel csak a triviális Íixpontok vannak, ebból kÖvetkezik, hogy M prim
vagy primhawány' Amennyiben M prímhawány^(M=pt, p priryr, t > 1),
akkor a 0 nem lesz izolált fixpont, mert (p'-')' : 0 mod p'. Ha M=p
prím és p-l_nek van páratlan prímosaója, akkor van benne kö1 ugyanis

található otyan w>0 és x (x nem fixpont) amelyekre ? =, mod p, tehát
M=2t+1 alakú kell, hogy legyen' A jelenleg ismert Fermat-prímeki 2,3,5,
17, 257, 65537. Az M:2 eset nem bináris fát határoz meg, a többi

*" +1alakban írható.
A 3, 5, 17, 257 ellenőrizhetó: valóban bináris fa lesz az általuk

meghatározott gráÍ. Az M:65537 esetet még számítógéppel is lehetetlen_
nek túnik kirajzoltatni, a további esetleges Fermat-prímekkel ugyanez a
helyzet.

Bináris ta tétezésének szükséges és' e/égséges feltétete:

M=22n+1 alakú prím legyen.

BtzottYÍTÁs:
A szÜkséges feltételt már beláttuk korábban, következik az elégséges

Íehétel' Bizonyítaní kell:
(a)a0izoláltfixpont,
(b) minden elemnek Van egy pária és csak ók ketten Íutnak

egy bizonyos csúcsba,
(c) a 0-n kívül bárhonnan el lehet jutni az 1_be az éleken keresztül,
(d) a levelek száma is kettó hawánya.
n négv részbizonyítás:
(a) t' = 0 mod M kongruenciának egy megoldása van:

x = 0 mod M (minden primmodulusra igaz).
(b) Jr elem párja az (M-xr) lesz, mert ha x1'=Y mod M akkor

(M-xt)'=Y mod M, és más elem nincs, melynek négyzete y-nal volna
rongruen-s. Ugyanis ha ,Q"= y mod M teljesÜl, enoói fir-9(xt+xz;:0
mod M következne. Mivel M prim, ezért a lehetséges esetek:

vagy x2=x1 mod M,
Vagy x2=-xt mod M (tehát (b) is minden primre igaz).

(c) Ha x=O mod 22n +1 akkor tetszóleges x-hez létezik olyan Í

természetes szám, hogy f':1 mod *n +1. Az l: 2n megfelel, mert az

^2n ^nf =1 mod2é+1

kongruencia megoldássz áma 1*" , *^ ) = *n , amely a nullán kívül az
Összes többi számot jelenti. (ltt már kihasználtuk M speciális prím voltát')

84



(lsmét fontos volt, hogy M=22" +1 alakú prím')

Eddigi ismereteink szerint 5 db bináris fa ]éteziki M=22n+1 (n=o, 1,2,
3, 4) modulusok esetén.

6. Íe|ezet

Az attraktorkeresó algoritmusokról az 1'3-ban volt szó' Nehezebb
probléma egy olyan algoritmus megadása, amely az iterációs gráfot
kir$zolja a képernyóre tetszóleges M modulus esetén.Egy ilyen leírása
kovetkezik.

Az algoritmus általános, tetszóleges X halmaz és tetszóleges F leképe-
zés esetén ktrajzol1a az iterációs gráÍot (ha X elemei egyáltalán ábrázolha-
tók lesznek számítógépen, és az F leképezés eredménye kiszámolható)' A
képernyón egyszerre 1 ÖsszeÍÜggó részgrát látható, az iterációs grát
részenként jelenik meg.

Az algoritmus lényege
A Rhop segítségével meghatározza az X halmaz egy attraktorát

(természetesen egy attraktort csak egyszer). Fa. attraktor elemszámától
fÜggóen szögtartományokra osztia a képernyót. Ezlnán visszakeresi a
közvetlenül az attraktorba Íutó elemeket, és tovább osztia a már meglevő
szögtanományokat' A következó lépés további elemek visszakeresése,
további képernyőosztás, stb. Ha egy részgrát minden elemét azonosÍtotta
(lR:oLVAs) akkor a szögek és az attrahortól való távolság ismeretében
(egyÍéle polárkoordináta rendszer) meghatározza a pontok koordinátáit a
nagyÍelbontású képernyón, s összeköti a pontokat. 

l

Az algoritmus pontos leírását a melléklet mutatja. Pu. ábrák |bizonyÍtják

az algoritmus helyességét, mivel azok egy Simon's Basic program
futásának eredményei. A program az algoritmus kódolása.

(d) P,z M=22n +1 prlmhez + db kvadratikus maradék van, és
ugyanennyi kvadratikus nem maradék. pa x2 =b mod M kongruenciának

22n -1 különbözó b mellett lesz megoldása, a levelek száma is 22n-'
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Felhasznált fontosabb változók:

tömbÖk:

DATA (N-1) - az X halmaz elemeit taÍtalmazza,
A (N-1) - e]emei természetes számok, ha A(l)=J'

akkor az X halmaz l-edik eleme a J-edikbe ment át
az F leképezéssel.

TMB (N-1) - segédtÖmb, amely egy attraktor és a hozzá kapcsolódó
X halmaz-beli elemek indexeit taÍtalm^'7a,

B(N-1) - logikai tÖmb, kezdetben minden eleme
FALSE, az l-edik eleme igazzá vá]ik, ha az
X halmaz l_edik elemét már ábrázoÍtuk.

szÖGl (N-1) és,
szÖG2 (N-1) - a képernyóre kerÜIó elemek szöEartományát

tartalmaz7ák,
KÖR (N-1) - az l-edik elem attraktortól való viszonylagos

távolságát ielzi,
KooRDl (N-1) és KooRD2(N-2) az adott részgrát

képernyó koordinátáit ta.lalmazza.
váttozók:
N - x halmaz elemeinek száma,
lD _ az attraktorkeresés az X halmaz lD-edik eleméból indul ki,

s1, s2 - a képernyó méretei,
sLoW FAST - ld. 1.3 Íejezet,
ADB - a megtalált attraktor elemszáma.

Az algoritmusban nem részletezett ,,szÁilKtRÁS' és ,,EGYENES" nevű
eljárások az adott programozási nyelvnek megÍelelóen kikják az elemeket
a képernyóre, és berajzolják a gráf éleit.
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BEFEJEzÉs

A vizsgált speciális iteráció érdekes szerkezetek megjetenéséhez veze-
t"q u iterációs gráfok sokszor esztétikai élményt is nyújihatnak'

Erdekes le_nne szemügyre venni az áftalános másodfokú
F(x) = alÉ+bx+c
Íterációt a mod M maradékosáátyokra, vagy akár az n-edfokú
F(x)= gnxn1... + aíx+ao
iterációt. Ehhez készen áll a kutatást segító algoritmus, amelyból

kÖnnyen használható program [rható.A 6., 7. ábrák az F($ = xJ+s lrA 6., 7. ábrák az F(x) = xo+s leképezés iterációs gráfjaiból mutatnak
részleteket. Látható, hogy az eddlg megszokott alakzatónól eltéró gráÍok
is létrejöttek.

M- l6

l,rl -12 I
I

r*c-15-t*ra
I
2

''iltil lQ,55

7. ábn6. ábra
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MeIIéklat ALGoRrnúUS (X halmaz, N elem, F leképezés)

ciktus !:=rtd N-1-ig
Be: DATA (l)

Ciklus véqe
Ciklus l:=-o-tól N-l-ig

X:=F (DATA (l))
J:=0
Öirtus amíg X<>DATA (J)

J: = J+1
CikIus vége
A(l): = J
B(rt .= FALSE

Ciklus vége
lD: =0
Ciklus amío lD <N-"- óixiús-atsP Pili'.s B(ID)

fi 1I'Y3 J'tn8*kor TEVÉKENYsÉG
lD: lD+1

Ciklus vége .
Algoritmus vége.

TEVÉKENYsÉG
SLOW: =A(lD)
FAST = A'(lD)
Ciklus- FAST = AFAST)

FAST = A(FAST)
sLolv: = {(9!9W)

amío SLOW< >FAST
Ciklüs véqe
BÁzls:=sLoW
SZAML: =0

Különben RO: = 360/ADB
I(EZD: =ROl2
Ciktus sánau = l-TóL adb-lG

szÖG1 (sáuL): = KEZD+(SZAML-I)RD
szÖG2 (sáut-;: = szÖG1 (szAML)+Ro
KÖR €áML): =1

Ciklus vége
sáut: : SZAML+I

88



OLVAS: 
=1IR: = SZAM

Ciklus amío
Ciklus'l:

HaA

kÜlÖnben

OLVAS<>IR

Ciklus l: =

=rtól N-1-io
(l) = TMB (ÖLVAS) akkor J:=1
Ciklus amíg J< Áog és I<>TMB

J: : J+1
(J)

Ciklus véoe
Ha J>ADB

Ciklus véoe
DB: = lilsátvtI-
Ha DB<>0 akkor - szÖG1 (oLVAs))iDB

+ (I-SáML)DELTA
+DELTA
)+1

akkor TMB (lFl): =1
lR: = lR+"t

Ciklus véoe
sáML: : lR

OLVAS: : OLVAS+I
Ciklus véoe
KB: = KöR ílR-l)
BX: = lNT (sa2)'(S2: a képernyó szélessége)
FY: 

= 
lNT (sí/2) (S1: a képernyó magassága)

Ha ADB = 
'1 akkoi KIEL:'=I

Ha KR=l akkor SUGÁR: = BVKR
kÜlÖnben SUGÁR: =BV(KR-1)

KJEL:=0
SuGÁR: =BVKR

Ciklus l:=1-tól lR-1-io
AVER:: (szÖG1 ($+szÖGa()t2
TAV:= (KOR (I)-KJEL)SUGAH
KooRD1 (|):=TÁV CoS (AVER)+BX
KooRD2 (l):=TÁV slN (AVER)+Bz

Ciklus véoe
Ciklus l:=" 1-tól lR-1-ig

B CIMB (|)):=TRUE
C: : ACI'MB(|))
l'_ {u. - I

Ciklus amíg C< > TMB (J)
J: =J+ 1

Ciklus vége
szAMKllMs (TMB (|)' KooRDl (l). KooRD2 íl))
EGYENES (KOOBDT'(t), KOORD2',(t), KOOROf '(.11, KOORD2 (J))

Ciklus vége

Tevékenység vége
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A DISCRETE ITERATION IN NUMBER THEORY

The present study discusses a special discrete iteration which associa-

tes all M residue classes with its product with itself, if the M modul is

fixed. By difÍerent moduls l investigate the structure of the iteration graph

produced bY the maPPing.
Symbols:
s _ the number oÍ prime divisors oÍ M
r - the number of prime divisors of M oÍ the Íorm 6k+1

t - the number oÍ prime divisors of M oÍ a Íorm other than 6k+1

a - the exponent of 2 in the prime decomposition of M

B - the exponent of 3 in the prime decomposition of M

Assertions:
1. The number oÍ Íixed- points: 2s.

Fixed points: x = Ín1?lm2, where m1m2=M and
(Ínt, mz)=l, and we take all ml' m2 pairs' - )
). i 

^ 
p1vr1=t mod M, then t is a solutionÍor xz =x mod M, and if a

takes the valueS O,'1,2-..., M-1, then atl solutions of the x2=x mOd M

arise in the Íorm gf 6P(M)
(fhis is a generalization of Euler's ggqgruency theorem')

3. The number oÍ binary cycles: 26+l_1 - '2*1 rt B<2
2s+t-2*1 rt P >1

4. Multi-elementary attractors are also considered'
5. The sufficient condition Íor the iteration graph

that a:l oÍ a=2
6. The necessary and sufficient condition Íor the existence

binary tree is that the modul should be a Fermat-prime'
z. An algorhitm is given which produces iteration graphs'

oÍ the
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Ügen EINE DISKRETE lTERATloN DER ZAHLENTHEoRIE

Die Arbeit behandelt eine spezielle diskrete lteration, die ieder Restklas-

se_moo M das Quadrat dieóer Restklasse zuordnet, wobei M ein fixer

Modul ist. Die Struktur des entstehenden Graphs der Iteration wird ÍÜr

verschiedene Moduln untersucht.

Die Íolgenden Bezeichnungen werden verwendet:

s - dii Anzahl der verschiedenen Primteiler von M

r - die Anzahl der Primteiler der Form 6k+1 von M

t - die Anzahl der Primteiler nicht der Form 6k+1 von M

a-derExponentvon2inderPrimzahlpotenzdarstellungvonM
p - der dponent von 3 in der Primzerlegung von M

Wir beweisen die folgenden sátze'

1. Die Anzaht der Fixpunkte ist 28' Die Fixpunkte sind.-; 
=''Pt'4 mod M für alle ml und me, wobei

mÍm2 = M und (mt, mz) = 1 getten'

2. Wenn_a?(M)= t mod M gilt, dann ist t eine Lösung von

*z=- *'Ááo M und Wenn a tau*..von 0 bis M-1, dann ist jede Lösung

;"; "z=;;oá 
r',r_o.i iorm aP(M). 1oas ist eine Verallgemeinerung des

Eulerschen Saues.)
3. Die Anzahl der zweielementigen Zyklen ist

2s+r-1 -2*1 Í(ir B<2bzw,
28+r-2s-1 Íúrp>1.

4. a = 1 oder 'a =2 ist eine hinreichende Bedingung Íür die

Symmetrie des Graphes der.lteration'
5. Ein binárer gáum existiert dann und nur dann' wenn der Modul M

eine Fermatsche Primzahl ist.

AuBerctemuntersuchenwirauchAttraktoreundgebenwireinen
Rlgoiitnmus Íür die Darstellung des Graphes der lteration'
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