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Abstract:
Szalay L.: 1992, A discreten iteration in number theory. Tud. Kozl Szombathely, Termé-

szettudomanyok 3. 71-91.

Some years ago a detailed analysis was made by professor Francois Robert and his
co-workers on the discrete (and continuous) iterations. The mathematical theory was worked
out, and a lot of fields were found, such as: theoretical computer science, biomathematics,
physics, sociology and psychology, where the discrete iterative scheme can be applied to
the modelling of certain problems.

The present work discusses the

Xn+1 = xﬁ mod M

special discrete iteration, with particular emphasis on the investigation of the iteration graphs’
structures. The matter of producing iteration graphs is also discussed.

1. fejezet
1.1. Alapfogalmak.
Diszkrét iteracio:
Legyen X véges halmaz,
F az X-et énmagaba vivé leképezés (F:X - X),
Xo € X kezdbelem.

Tekintstik a kdvetkezd iteraciot:

Xr+1 = F(Xr) (r= 0, 1, 2, .)
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Az egymas utan végrehajtott iteraciés lépések egy sorozatot generalnak,
melynek a viselkedését vizsgaljuk.
Mivel X véges halmaz, a sorozat tetszéleges Xo kezddelem esetén
periodikusséa valik. Alapvetéen két kalonbdzé tipus lehetséges.
* Néhany kezdeti lépés utan egy teX allando6va valik:
F (t) = t. Ekkor t elnevezése fixpont.

** Valamikor egy korabbi elemet kapunk vissza:

F ) =t

F (o) = t3

F ) =t (4, 2, ... , tn klonbdzEk)
Ekkor (t1, t2, ... , tn)-t n elemd ciklusnak hivjuk.
A fixpont és a ciklus k6z6s elnevezése: attraktor.

iteraciés gréf:

- irényitott,

— cstcsai az X halmaz elemei,

— él vezet x-bél y-ba, ha F(x) = V.

1.2. Az iter4cio
Legyen M tetszéleges egynél nagyobb természe\Ates szdm: modulus. Az
X alaphalmaz elemei a mod M maradékosztalyok.
Vegyik az alabbi F:X-X leképezést: minden X; maradékosztalyhoz rendel-
juk hozzé az xixi maradékosztalyt, azaz
xi+1 = F(x) = xixXi
Példaul M=9 esetén

0123456738

FO014077041

Harom ®sszefliggd részgraf lathatd. Két fixpont van: 0; 1, valamint egy
db. kételem( ciklus: (4, 7).

Az iteracios graf szerkezetét vizsgalva a tovabbiakban sz6 lesz:

— fixpontokrol,
ciklusokrdl,
szimmetriaviszonyokrél a gréfon belll,
binaris fakrol,
iletve attraktorkeresd és grafrajzol6 algoritmusrol.

1.3 Attraktorkeresé algoritmusok
Az attraktorok szamitégépes keresésének természetszeri mddja a kovet-

kez6 eljaras. A kiindulasi Xo maradékosztalyt egy tomb elejére tesszik.Az
Gjonnan eldallitott maradékosztalyokat is folyamatosan ebben a tombben
taroljuk. Az uj elemet osszehasonlitiuk a mar tombben levékkel. Amennyi-
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ben talalunk vele egyez6t, a kett6 kozti tdmbelemeket kinyomtatjuk. A
futds hosszabb id6t vehet igénybe, ha M nagy.

D. HOFFMANN és L. MOHLER egy masik, gyorsabb attraktorkeresd
algortimust adtak, amely csak két memoriahelyet foglal a részadatok
tarolasara. (RHOP-algoritmus). A két valtoz6, amelyre szikség van: Slow
és Fast. Kezdetben mindkét véltoz6 a Kiindulasi xo értéket kapja. Az
iterativ ciklusban 3 utasitas van:

Fast:=F (Fast),
Fast:=F (Fast),
Slow:=F (Slow).

Lathat6, hogy a Fast valtoz6 kétszer olyan gyorsan mozog az attraktor
felé, majd koréz abban, mint a Slow. Az attraktorban Fast utoléri Slow-t,
ekkor ér véget a ciklus. Az elemek azonositisdra a Slow aktuélis
értékébdl kiindulva még néhanyszor végrehajtiuk az iterativ Iépést ugy,
hogy Slow jarja végig az attraktort, és a kbzbees6é értékeket irja ki. Az
Osszes attraktor megkereséséhez t6bbszor kell alkalmazni a RHOP-eljarast.

2. fejezet

Vizsgéland6, hogy adott M modulus esetén hany fixpont van és melyek

ezek.
Trividlis fixpont lesz a t=0 és a t=1 maradékosztaly tetszéleges M

esetén. Az iter4ciés grafban tehat legaldbb 2 fixpont és az ezekhez
tartoz0 Osszeflggl részgraf szerepel. Van-e még fixpont? A kérdés
megvalaszolasara az

(1) X = x mod M
mésodfoki kongruenciat kell megoldani.

2.1 M=10¥ specidlis eset (k >0 természetes szdm).
(1)-vel ekvivalens az

@) x(x-1)=0 mod 10
kongruencia. A két trividlis fixpont rogtén adédik: x=0, x=1.
Mivel (x, x-1) =1 ezért nem trividlis fixpontot kapunk az

x=0 mod 2%
@) : x-1=0 mod 5,
majd az

x=0 mod 5%
4 x-1=0 mod 2%

szimultdn kongruenciarendszerek megoldasaval. Ezek megoldhaték és
egy-egy megoldasuk lesz mod [2", 5k] = 10% modulusra nézve:
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(2") #(%) mod 10X

k
(@) megoldasa: xz = (54)7*?) mod 10¥
(Euler kongruenciatétele alapjan kdnnyen belathaté, hogy ezek val6ban
megoldasok).
A fentiekb6l kovetkezik, hogy M=10% esetén pontosan 2 nem trividlis
fixpont lesz k—t6l fuggetiendl, k-t6 a megoldasok faggnek. Példaul:

(8) megoldasa: x1

k 1 2 3 4 5 6
x1 5 25 625 0625 90625 890625
X2 6 76 376 9376 09376 109376

A kiszAmitott nem trividlis fixpontok érdekessége (TEDENANT, M. 1814-
15):

~ adott k esetén x1+x2 = 10%+1,

- k-r6l k+1-re lépve mindig egy Uj szamjegy kertl a korabbi

x1 ill. x2 elé.

Altalanos M modulus mellett is igaz lesz: ha x fixpont, akkor M+1-x is
az, a fixpontok péarokban fordulnak el6. (Meggondolhatd, hogy egyik
fixpont sem lehet 6nmaga parja.)

2.2. Altaldnos eset

Legyen M=pf'p82 ...p¢* (pi= p; ha i=j)
tovabba k > 0 természetes szam. Oldjuk meg az

(5) X2 = x mod M¥
kongruenciat. Vele ekvivalens:

(6) X(x-1) = mod Mk

(a két trividlis megoldas: x=0 |II x=1 mod MY

(x, x-1) =1 miatt egy fixpontot kapunk, ha képezzik a kovetkezd
szimultdn kongruenciarendszert:

x=0 mod m1"
=1 mod m2’,

ahol (my, mz) = 1 és mimz =M. Pontosan egy megoldas van
mod [m1¥,m2X]=M¥ modulusra:

7) | x= (m%‘)‘/’(m;) mod MX

Mk egy .felbontasa” soran 1 megoldas van. Az dsszes megoldast
megkaphatjuk, ha minden lehetséges médon fellrjuk MK-t Két egymashoz
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relativ prim szorzatdra a sorrendet is figyelembe véve. M kildnbdz6
primosztéinak szama: s, amib8l az dsszmegoldasszam: 2° (a két trividlis
megoldast akkor kapjuk, ha my=1 vagy mz2=1).

A fixpontok szadma fuggetlen k-tél, csak a megoldasok fliggenek téle.
Adott M mellett Ai—gyel jeldive a fixpontok szaméat A1=2°.

Megjegyzések:
- M prim vagy primhatvany, akkor és csak akkor két fixpont lesz
(0,1). (1., 2., 3, 4. ébra),
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- M=2P, ahol P pératian szam, akkor egyik fixpontpar:
p, p+1. (A masik a trividlis.) (5. 4bra),

M=58

M =58

X
n
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- szemléletes jelentése az eddigieknek: Ha M alapu szamrendszerben
olyan szamokat kereslink, melyek utolsé k jegye megegyezik a szam
négyzetének utols6 k jegyével, akkor az ilyen k-jegy( végzédések szama
2° db lesz, a szamok (7)-bél adédnak.

2.3. Kbévetkezmények.

Euler kongruenciatétele nem ad felvildgositdst azon esetrél, mikor a
modulus és a hatvanyalap nem relativ primek. A kovetkezd két tétel az
altalanos esetrdl ad felvilagositast.

1. TETEL:

Ha a?™ = t mod M akkor t az x¥*=x mod M egy megoldasa.

(azaz (afP(M»z = a?™  mod M)

BIZONYITAS:

Ha (a, M) =1 akkor 8™ =1 mod M; 12=1 mod M.

Ha a= BM akkor a?™ = 0 mod M ; 02 =0 mod M.

Ha a fenti két eset egyike sem teljesiil, akkor tegytk fel, hogy
(a, M)=d (1<d<M). Legyenek pi1, p2, .., ps rendre azon primek, melyek
M és a primfelbontasaban is szerepelnek, rajtuk kival tobb ilyen nincs.
Eszerint

M= (' 2.y (pf pg2..pf)y=Mdr (M, di) = 1),
a= @ pb)aliaf...ad)=cea ((d2, @) = 1).

igy teljestiinek a kovetkezék is:
M, a)=1; (M, a)=1; (M, a)=1; ¢M) = p(M) p(d1)

A tétel bizonyitdsahoz elég belatni, hogy
@ @"M) 2 = a PM o w
(b) (@™ )2 = a M yog gy ‘
(@) (aPM )2 2 (@PM) ) )2 _" 20y #M) _y mog wr
aPM _ (a‘P(d1) )‘P(M') =1 mod M’
(b) Belatiuk, hogy a?™=0 mod di. Ehhez elég megmutatni, hogy

di|af), de elég mar di |df(%)-t bizonyitani.
S
Mivel d2?@) = [ pPir(e) igy a feladat aj <¢(d1) igazolasa

i=1

p(di) =11 pf (1-3).
i=1
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Ha bebizonyitjuk, hogy, ai = pf* (1—_F1J_i) akkor készen vagyunk. Az
egyenlétienség jobb oldala akkor a legkisebb, ha pi=2, ezért a kovetkez6

Allitas marad: «i < 2%~ amely nyilvanvalo.
2. TETEL: :
Ha tj az x2 = x mod M kongruencia megoldasa, akkor létezik
0<a<M természetes szam, melyre af™= tj mod M.

BIZONYITAS:

Az x2 =x mod M mésodfoki kongruencianak mindig van két trividlis
megoldasa, ezekhez az a=0 il. az a=1 vélasztassal talalhatunk megfeleld
a-t. Ha van nem trividlis megoldas, az a korabbiak szerint felirhatd

tj = mf(™)  mod M
alakban, ahol M = mimz ; (M1, mg)=1; mi, m2 >1.
Bizonyitani kell, hogy létezik olyan a, melyre af™ =mf(™) mod M.

Lassuk be azt, hogy az a=m vélasztas megfelel6, vagyis mPM) = me(m2)
mod M. Vele ekvivalens kongruenciarendszer:

(m‘f(mZ))‘P(mo ;m‘f(mz) mod mi,
(m‘f(mﬂ))‘P(ml) ':.'-'m‘f(mz) mod m2,

és mindkét allitas egyszerien belathaté (a masodik az Euler tétel
koévetkezménye).

Osszefoglaiva: Ha a?™ = t mod M akkor 1 az x2 =x mod M egy
megold4sa, és ha a végigmegy a 0, 1, 2, .., M-1 szamokon akkor az
x2 =x minden megoldasat megkapjuk.

3. fejezet

A tdbbelem( attraktorok vizsgélatdhoz szikseg lesz az alabbi éllitasra
(KISS P 1978).

Az x¥ = x mod pf megoldasszama és megoldasai:

pi=2 esetén
ha ai = 1 akkor 2 megoldés: ¥= 0 ; x= 1 mod 2,

ha ai > 1 akkor 1+ (k-1, 2)+(k-1, 2% -2} db megoldas:
x=0; x= (-1)°9°1% mod 2%,
-2
ahol c= B 1 C1 =———£a———
(k —1 3 2) (k _1 ’za[—‘Z)

ésOsq<(k—1,2);05q1<(k—1,2"‘"2)
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pi > 2 prim estén
1+ (k-1 , p(P%i )) db megoldas:

x =0 ; x = gf'% mod pffi , ahol

, ¢(plai)‘ : : (o
ci =———2—; 0=qi<(k-1, p(Pi"))
(k-1, p(pf™)) .
és gi egy primitiv gyék mod pi*.

3.1 Kételem( attraktorok
Az yeX elem akkor lesz egy kételemi attraktor egyik tagja, ha teljesdl
r4, hogy y = F(F(y)) és y = F(y) (azaz nem fixpont). Konkrétan:

(® @ x* = x mod M,
(b) x* # x mod M.

Keressik (8/a)-t kielégit6 maradékosztalyok szamét. Jeloljuk ezt Mz2-vel.
A>vel a kételemii attraktorok és a tovabbiakban Arvel az i elemi
attraktorok szamat. Egy attraktort elég egy elemével azonositani, ezért

Mz2-A
ho =23

Legyen M=pf' p8?..pd* és keressik Mz-t. (8/a)-val ekvivalens az
alabbi kongruenciarendszer:

*
n

x mod pf{*!
x* = x mod p%?

) R ———

Alkalmazzuk most a fejezet elején emlitett dllitast. Ha a 2 szerepel M
primtényez6i kozott, két megoldasa (x=0 ; x=1) lesz (9) megfelelé
kongruencigjanak ( ai =1 esetén trividlis, ai > 1 esetén pedig
k=1, 2973 = (3, 2%72 ) = 1 miatt).

VAlasszuk ki valamelyik primtényez6t: pi , és nézzik (9) ra vonatkozé
kongruenci4jat. Legyen T = (3, ¢(pi®))

(a kivalasztott kongruencia megoldasainak szama: T+1). T lehetséges
értékei: 1 ill. 3, arra szeretnénk feltételt megfogalmazni, hogy ez mitdl

fagg. ¢ (%) = (pi‘fa) pf~!, tehat T=3 akkor lehetséges, ha :
3 | p1, vagyis pi = 6k+1 alaka prim, vagy
3=pi és ai > 1.
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Tegyiink kalonbséget M primfelbontaséban levé primek kozott.

M = 2998 p?‘pgz...p?'qé‘qéz...q(g' ahol

pi : 6k+1 alaki prim; qj : 6k+5 alakd prim; a, 8 = 0;
ai, i>0 tovdbba s a kilonbdz6 primoszték szama.

Ha =0 vagy =1 akkor Mz = 2% 4'

Ha B>1 akkor Mp=2""" 4",

g o8+l _ o1 g2 esetén
Tehéat Az=
Lzs” - 25" g>1 esetén

E képlet megadja a kételemd attraktorok szamét, az attraktorok megha-
tarozasa a fejezet elején emlitett allitas felhasznalasaval toérténhet. Az elsé
néhany modulus, amikor méar el6fordul kételemU ciklus:

8 31 35 36
21 2 2

M 7913 14 18 19 21 26 27 2
A 11 1 2 21 2 2 1
(az iteraciés grafok megtalalhatok: Meliéidet 4. abra).

3.2 Specidlis tébbelemd attraktorok

Vizsgéljuk bizonyos specidlis w hosszUsagu ciklusok szédmét. A speciali-
tas abban 4l hogy legyen 2"-1 prim (Mersenne—prim). Ha valamely X
elem egy w hosszu ciklus része, akkor F¥(x)=x teljestl ennek megfelel5-
en:

(10) 2 =x mod M
Ki kell zarni, hogy
~ x fixpont legyen: X*#x mod M,

d
- olyan d< w elem( attraktor része legyen, melyre d|w , tehéat X2 #x

mod M.
A kizaras egyszerl, ha w prim, ekkor csak a fixpontvizsgalattal kell

foglalkozni. Legyen most w prim és adjuk meg x2W =X mod M
megoldasszamét. Részekre bontva:
(@ x = 0 mod M,

1) ® 2 =1 mod M
(11/b)-nél meg kellene vizsgaini M klonbéz6 primhatvanyainak és N A-
nek a legnagyobb kozds oszt6jat. Ez bonyolult lehet altalanos esetben de

egyszeri, ha 2"-1 prim. fgy indokolhaté a kezdetben alkalmazott szelek-
cio.

Legyen M = pi®' p2®2 .. ps* ;. T= (2‘"—1, qa(pf‘i))
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2=' = 1 mod pf" megoldasainak széma: 2 ha T=1
2% ha T=2"-1

T=2"-1 lehetséges, ha
pi = (2"-1)k+1 alakd prim vagy
pi = 2"-1 és ai >1

Legyen M=2% (2‘”—1)/3 pf! p?z...p?'qé‘qu...q(s‘ ahol
pic (@¥-1)k+1 alakd prim; qi: nem (2"-1)k+1 alak( prim;
ai, fi>0 ; @, f= 0 valamint M kulénbdzé primosztdinak szama s.
Ha B=0 vagy B=1 akkor Mw=2°" (2"
Ha B>1 akkor My = 251 (@41
s o(w-1)r_

2" hap<2

gy Aw =

25<2(w—13v(r+1)_1l ha g8 > 1

E képlet megadja a w hosszlsagu attraktorok szamat, ha 21 prim
(w= 2, 3, 5, 7, 13, ..). Példaul w=3 esetén (5. 4bra).

M 29 43 49 58 71 86 87 98 113 116
A3 2 2 2 4 2 4 4 4 2 4

3.3 Tetszbleges hosszu ciklusok
A 3.2 alfejezet elején sikertit megfogalmazni, hogy mikor tekintink egy
X-beli elemet egy w hosszGsagu ciklus részének. Akkor w specialitasat
kihasznalva adtunk képletet Aw-re. llyen képlet altaldnossagban nehezen
| adhat6, de egy egyszer(, bar kevésbé haszndlhat6 viszont igen. Jeldljuk
‘ Ag-vel a d elemU attraktorok szamét, Mw-vel pedig (10) megoldasszamat.

1<d<w
Mw - A1 - d A4
w 1 d%:w

w

Aw =

megadja a w elem(i attraktorok szamat (4. 4bra), de ismemi kell hozza
minden d | w esetén a d elemi ciklusok szamat (Ad).
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4. fejezet

A szimmetria értelmezése

Az M modulushoz tartozé iranyitott grafot szimmetrikusnak nevezzik, ha
az Osszefiiggé részgrafok halmaza két részre oszthaté Ugy, hogy a két
halmaz kozott létezik olyan bijekcié, hogy az egymashoz rendelt részgra-
fok izomorfak. (2., 5. dbra). ,

Csak az M péaros esettel foglalkozunk, hiszen M pératlan esetén eleve
nem lehet szimmetrikus a graf. Ha M péros, akkor az iter4ci6 paritastarnto,
ami bizonyos megosztottsagra utal. Rogzitsik le M-t és tegyuk felé hogy
létezik olyan b szam, melyre minden xzsy mod M esetén (x+b)*=y+b
mod M. Ez azt jelentené, hogy barmely x kezd6elembdl indulunk ki és
hajtiuk végre az iterdciés lépéseket, a kapott alakzatrol keszil egy
,,masodpélddny”, melynek elemeit megkapjuk, ha az elsé sorozat megfele-
I6 elemeihez b-t adunk. Példaul M=6 esetén b=3. Mikor létezik megfeleld

b?
Vonjuk ki egymasbél az alabbi két kongruenciat:

(x+b)®> = y+b mod M
X2 =y mod M
(12) 2bx+b%=b mod M

(12) teljestl ha (13) mindegyike teljesul.

2bx=0 mod M
(13) b?=b mod M

(13) elsé fele rogzitett b esetén megoldhaté. A masodik fele igaz, ha b
fixpont. Tehat olyan fixpontot kell keresni, melyre minden x esetén 2bx=0
mod M is teljesil.

TETEL:

Ha M=2%p%? p$2...pS* és a=1 vagy a=2 akkor létezik megfelelé
fixpont, tehat M-hez tartoz6 iteraciés gréf szimmetrikus.

A bizonyitast két részletben végezzik.

a =1

A 2.2 fejezet masodik megjegyzése szerint M/2 fixpont. Ha x2.=_y

2
mod M, akkor (x +£2/'—)2 = X2+Mx + % =y +-'\24 mod M, a ,tavolsagtar-

tas” Oroklodik. A graf szimmetrikus lesz.
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a =2

R

Elszor lassuk be, hogy
ha —I\—:— = 4k+1 alaky, akkor _h‘{l_ fixpont,
ha M = 4k+3 alaki, akkor 3M fixpont
A bizonyitasuk:
MM _ M M_M
Mo = @) Z = kM + Z =7 mod M
(%'fﬂ) M) - (%':4 M- Mak+s) —okM+ZI M= M mod M

A\ Kkdvetkezd Iépés a ,tdvolsagtartas” oroklédésének megmutatasa.
Legyen x tetszéleges paros elem (0 =x= M). Ezt megtehetjik, mivel
paritastart6 az iteracié, és igy a bijekcié a paros elemeket tartalmazé
részgrafhoz pératlanokat tartalmazot fog hozzérendelni.
2
Ha M/4 4k+1 alak: (x+M)2=x2+M5+ My + M mod M
1 27 |2 3
2
Ha M4 4k+3 alakl: (x+ 2=+ M + (%M =y +2 mod M
A b= M/4 vagy b=3M/4 valasztassal megfelelé fixpontot kapunk, az

iteracios graf szimmetrikus lesz.
Mi van a > 2 esetén? Az el6z6 tipus bizonyitas nem mikodik, mert

M @i+ 1)k kozot (=0, 1, 2, ..) nem taldinats megfelel fixpont. A
2

szamitégépes vizsgalatok szerint ha M oszthaté 8-cal, akkor neha
szimmetrikus lesz az iteraciés graf, néha nem. Kulén érdekesség, hogy
ilyen esetekben a szimmetria teliesen mas tipusd, mert nem teliestl a
tavolségtartds” (2. d@bra). A nem szimmetrikus eseteknél (1. dbra) a graf
majdnem szimmetrikus, valami ,,aprésdgon” bukik el.

5. fejezet

Tetszéleges M modulus mellett legalabb két fixpont van, ezért az
iteraciés graf sosem lesz dsszefliggb. Az 1-be mindig fut be él
((M-1)-bél), a nullarél ugyanez nem mondhatd el.

Binéris fa értelmezése

Az iteraciés gréafot binaris fanak nevezzik, ha két osszefiggd részgraf-
bol &ll, és teljestiinek az alabbiak:

— a 0 izolalt fixpont,

— az 1 fixpontba egy él fut be ((M-1)-bd)),

- az (M-1)-be és a leveleken kivil minden tovabbi csucsba két masik
él fut be. (3. 4bra).
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A binéris fa létezésének szikséges feltétele kdnnyen megfogalmazhato.
Mivel csak a trividlis fixpontok vannak, ebbdl kbvetkemk hogy M prim
vagy primhatvany. Amennyiben M pnmhatva}l (M p p pnm t > 1),
akkor a 0 nem lesz izolalt fixpont, mert " ) = 0 mod p. Ha M= o]
prim és p-1-nek van paratlan primosztéja, akkor van benne kér, ugyanis

talalhaté olyan w>0 és x (x nem fixpont) amelyekre 2 =x mod p, tehat

M=2'4+1 alakt kell, hogy legyen. A jelenleg ismert Fermat—primek: 2, 3, 5,
17, 257, 65537. Az M=2 eset nem binaris fat hataroz meg, a tobbi

2% + 1 alakban irhato.

A 3, 5 17, 257 ellendrizhet6: valdban binaris fa lesz az altaluk
meghatarozott graf. Az M=65537 esetet még szamitégéppel is lehetetlen-
nek tlnik kirajzoltatni, a tovabbi esetleges Fermat-primekkel ugyanez a
helyzet.

Bindris fa létezésének sziikséges és elégséges feltétele:

M=22n+1 alaku prim legyen.

BIZONYITAS:

A szikséges feltételt mar belattuk korabban, koévetkezik az elégséges
feltétel. Bizonyitani kell:

(@) a O izolalt fixpont,

(b) minden elemnek van egy parja és csak 6k ketten futnak

egy bizonyos csucsba,

(c) a 0-n kivul barhonnan el lehet jutni az 1-be az éleken keresztul,

(d) a levelek szama is kett6 hatvanya.

A négy részbizonyitas:

(@ = 0 mod M kongruencianak egy megoldasa van:

= 0 mod M (minden primmodulusra igaz).

(b) X1 elem pérja az (M—xi1) lesz, mert ha xi —y mod M akkor
(M—x1) =y mod M, és més elem nincs, melynek négyzete y-nal volna
kongruens. Ugyanis ha xo?= y mod M teliestl, ebbdl (x1-x2)(x1+x2)=
mod M koévetkezne. Mivel M prim, ezért a lehetséges esetek:

vagy xe=x1 mod M,
vagy xe=-x1 mod M (tehéat (b) is minden primre igaz).

(c) Ha x=0 mod 22" 11 akkor tetszéleges x-hez létezik olyan r

- 1 n
természetes szam, hogy ¥ =1 mod 22 +1. Az r= 2" megfelel, mert az

2n

2 =1 mod 22 +1

n n n
kongruencia megoldasszama (22 , 22 )= 2% | amely a nulldn kivil az
Osszes tObbi szamot jelenti. (It mar kihasznaltuk M specidlis prim voltat.)
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(d Az M=22n+1 primhez M2_ LI kvadratikus maradék van, és

ugyanennyi kvadratikus nem maradék. Az x> =b mod M kongruencianak

n n-
22 1 kalonboz6 b mellett lesz megold4sa, a levelek széma is 22
(Ismét fontos volt, hogy M=22"+1 alakii prim.)

Eddigi ismereteink szerint 5 db binaris fa létezik: M=22n+1 (n=0, 1, 2,
3, 4) modulusok esetén.

6. fejezet

Az attraktorkeresd algoritmusokrél az 1.3-ban volt szé. Nehezebb
probléma egy olyan algoritmus megadéasa, amely az iteraciés gréfot
kirajzolia a képernybre tetszleges M modulus esetén.Egy ilyen leirasa
kovetkezik.

Az algoritmus Altaldnos, tetszéleges X halmaz és tetszéleges F leképe-
zés esetén kirajzolja az iteraciés grafot (ha X elemei egyaltalan abrazolha-
ték lesznek szamitdgépen, és az F leképezés eredménye kiszamolhaté). A
képernyén egyszerre 1 0Osszefugg6 részgréf lathatd, az iteraciés graf
részenként jelenik meg.

Az algoritmus lényege:

A Rhop segitségével meghatarozza az X halmaz egy attraktorat
(természetesen egy attraktort csak egyszer). Az attraktor elemszamatol
fuggben szégtartomanyokra osztja a képerny6t. Ezutan visszakeresi a
kdzvetlenll az attraktorba futd elemeket, és tovabb osztja a mar meglevé
szbgtartoményokat. A kovetkezd Iépés tovabbi elemek visszakeresése,
tovabbi képernydosztas, stb. Ha egy részgraf minden elemét azonositotta
(IR=OLVAS) akkor a szégek és az attraktortdl val6 tavolsag ismeretében
(egyféle polarkoordinata rendszer) meghatarozza a pontok koordinatait a
nagyfelbontasu képernyén, s Osszekéti a pontokat.

Az algoritmus pontos leirasat a melléklet mutatja. Az abrak blZOl’lyItjak
az algoritmus helyességét, mivel azok egy Simon's Basic program
futdsanak eredményei. A program az algoritmus kdédolasa.
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Felhasznalt fontosabb valtozok:
témbok:

DATA (N-1) - az X halmaz elemeit tartalmazza,

A (N-1) - elemei természetes szamok, ha A(l)=J,
akkor az X halmaz |-edik eleme a J-edikbe ment at
az F leképezéssel.

TMB (N-1) — segédtémb, amely egy attraktor és a hozzd kapcsol6do
X halmaz-beli elemek indexeit tartalmazza,

B(N-1) - logikai tdémb, kezdetben minden eleme
FALSE, az I-edik eleme igazza valik, ha az
X halmaz |-edik elemét mar abrazoltuk.

SZOG1 (N-1) és,

8Z20G2 (N-1) - a képerny6re kerllé elemek szégtartomanyat
tartalmazzak,

KOR (N-1) - az l-edik elem attraktortdl val6 viszonylagos
tavolsagat jelzi,

KOORD1 (N-1) és KOORD2(N-2) az adott részgraf
képerny6 koordinatait tartalmazza.

valtozok:

N - X halmaz elemeinek szama,

ID - az attraktorkeresés az X halmaz ID-edik elemébdl indul ki,

S1, S2 — a képernyé méretei,

SLOW, FAST - Id. 1.3 fejezet,

ADB - a megtaldlt attraktor elemszama.

Az algoritmusban nem részletezett ,,.SZAMKIIRAS” és ,,EGYENES” nevii
eljardsok az adott programozasi nyelvnek megfeleléen kiirjak az elemeket
a képernyére, és berajzoljak a graf éleit.
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BEFEJEZES

A vizsgalt specidlis iteraci6 érdekes szerkezetek megjelenéséhez veze-
tett, az iteraciés grafok sokszor esztétikai éiményt is nyujthatnak.

Erdekes lenne szemigyre venni az altalanos masodfoku

F(x) = a+bx+c

iteraciét a mod M maradékosztalyokra, vagy akar az n-edfokd

FX)= anx"+... + aix+ao

iteraciét. Ehhez készen 4l a kutatdst segité algoritmus, amelybdl
kénnyen hasznéalhat6 program irhaté.

A 6, 7. 4brék az F(x) = x°+5 leképezeés iteraciés gréfjaib6l mutatnak
részleteket. Lathat6, hogy az eddig megszokott alakzatoktdl eltéré grafok
is létrejottek.

M= 16
M=12 3 9,
/ b
&
Py ,/ 15313 3<10
"——>—l-—>—.9/ \
\m—<—5 ” li*f
pY n
0\ 5 !
7
6. &bra 7. 8bra
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Melléklet ALGORITMUS (X halmaz, N elem, F leképezés)
Ciklus I—O—tél N-1-ig
Be: DATA ())
Ciklus vége
Clklus I:=0-t6l N-1-ig
=F éDATA )

CIklUS am f X<>DATA (J)
Clklus vége

A?; J
B(l) = FALSE
Ianlus vége

D: =0
Ciklus amig ID <N
Ciklus arlrgg ID<N és B(ID)

ID+1
Ciklus vége
Ha ID<N akkor TEVEKENYSEG
ID: ID+1
Ciklus vége
Algoritmus vége.

TEVEKENYSEG
SLOW: -A(IDE
FAST: A (ID)
Ciklus
FAST:

ST = A(FAS
AST: = A(FAS
SLOW: = A(SLO

F

amig SLOW< >FAST
Ciklus vé ?_
BAZIS:=SLOW
SZAML: =0

SZAML: = SZAML+1

SLOW: =, A(S OW)
TMB }SZAML) SLOW
amig BAZIS< >SLOW
Ciklus vége,
ADB: = SZAML
Ha ADB =1 akkor SZQG1 ( g =150
) ) = 390
SZAM‘. SZAML+1
Kuldnben RO: = 360/ADB

KEZD: —RO/2

Cikius SZAML: = 1-TOL adb-1G
szOG1 (SZAML): = KEZD+(SZAML-1)RD
sz6G2 (SZAML) sz0G1 (SZAML)+RO
KOR (SZAML)

Ciklus vege

SZAML: = SZAML+1
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OLVAS: =1
IR: = SZAML
Ciklus amii OLVAS<>IR
Ciklus 1: =0-t6l N-1 8
Ha A(l) = TMB (OLVAS) akkor J:=1
Ciklus amig J< A5>B és I<>TMB (J)

Ciklus vége
Ha J>ADB akkor TMB FSIR): =1
IR: = IR+1

Ciklus vége
DB: = IR-SZAML )
Ha DB<>0 akkor DELTA (520G2 (OLVAS) - SZOG1 (OLVAS))/DB
Ciklus I: = SZAML-t6l IR-1-
Sz G1(I) TMB §

LVAS)+ —SZAML)DELTA
SZ G2 I G1 (I +D LTA
KOR (I): KOR (OLVAS)+1
Ciklus vége
ZAML: = IR
OLVAS: = OLVAS+1
Ciklus vége
KR: = KOR (IR-1

)
BX: = INT (52/2) (S2: a képerny6 szélessége)
BY = INT (S1/2) (81: a k’nge[ny61magasséga)

a ADB = 1 akkor
Ha KR=1 akkor SUGAR: = BX/KR
kalénben SUGAR: =BX/(KR-1)
kilénben KJEL:=0
SUGAR: =BX/KR
Ciklus l:=1-t6l IR—1—i
AVER:= (SZOG1(l)+Sz0G2(l)/2
TAV:= (KOR (I)-KJEL)SUGA
KOORD1 8:—TAV COS (AVER)+BX
KOORD2 (I):=TAV SIN (AVER)+BZ

Ciklus vége
Ciklus I:=" 1-tdl IR-1-ig
B (TMB (1)):=TRUE
= A(TMB(l))
Ji= 1
Ciklus amig CT> TMB (J)

Ciklus vege

SZAMKIIRAS VB (), KOORD1 (), KOORD2 ()
EGYENES (KOORD1 (l), KOORD2 {l), KOORD1 (J), KOORD2 (J))

Ciklus vége

Tevékenység vége
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A DISCRETE ITERATION IN NUMBER THEORY

The present study discusses a special discrete iteration which associa-
tes all M residue classes with its product with itself, if the M modul is
fixed. By different moduls | investigate the structure of the iteration graph
produced by the mapping.

Symbols:

s — the number of prime divisors of M

r — the number of prime divisors of M of the form 6k+1

t — the number of prime divisors of M of a form other than 6k+1

a - the exponent of 2 in the prime decomposition of M

B - the exponent of 3 in the prime decomposition of M

Assertions:

1. The number of fixed points: 2°.

Fixed points: x = mi?™2, where mimz=M and

(m1, m2)=1, and we take all mi, m2 pairs.

2. If a p(M)=t mod M, then t is a solution for x> =x mod M, and if a
takes the values 0, 1, 2, .., M-1, then all solutions of the x¥*=x mod M
arise in the form of a?®™

(This is a generalization of Euler's congruenc theorem.)

3. The number of binary cycles: 257" — 2°7 if f<2

25725 if g >1

4. Multi-elementary attractors are also considered.

5. The sufficient condition for the iteration graph to be symmetric is
that a=1 or a=2

6. The necessary and sufficient condition for the existence of the
binary tree is that the modul should be a Fermat—prime.

7. An algorhitm is given which produces iteration graphs.
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UBER EINE DISKRETE ITERATION DER ZAHLENTHEORIE

Die Arbeit behandelt eine spezielle diskrete lteration, die jeder Restklas-
se mod M das Quadrat dieser Restklasse zuordnet, wobei M ein fixer
Modul ist. Die Struktur des entstehenden Graphs der Iteration wird far
verschiedene Moduln untersucht.

Die folgenden Bezeichnungen werden verwendet:

s — die Anzahl der verschiedenen Primteiler von M

r — die Anzahl der Primteiler der Form 6k+1 von M

t — die Anzahl der Primteiler nicht der Form 6k+1 von M

a - der Exponent von 2 in der Primzahlpotenzdarstellung von M
B - der Exponent von 3 in der Primzerlegung von M

Wir beweisen die folgenden Satze.

1. Die Anzahl der Fixpunkte ist 2%, Die Fixpunkte sind
x =m?™)  mod M far alle mi und mg, wobei
mimz2 = M und (mi, m2) = 1 gelten.
2 Wenn a?™= t mod M gilt, dann ist t eine Losung von
x®= x mod M und wenn a lauft von 0 bis M-1, dann ist jede LOsung
von x°=x mod M der Form af™, (Das ist eine Verallgemeinerung des
Eulerschen Satzes.)
3. Die Anzahl der zweielementigen Zyklen ist
25t o5 fur B < 2 bzw.
25+ 2% fur g > 1.
4 o = 1 oder a =2 ist eine hinreichende Bedingung far die
Symmetrie des Graphes der lteration.
5. Ein bindrer Baum existiert dann und nur dann, wenn der Modul M
eine Fermatsche Primzahl ist.
AuBerdem untersuchen wir auch Attraktore und geben wir einen
Algorithmus fur die Darstellung des Graphes der Iteration.
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