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A differencidlgeometria egy lehetséges oktatasi mddja az épitészmérnok
képzésben

PEK Johanna

Budapesti Miszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem, Epitészmérndki Kar,
email: pek.johanna@epk.bme.hu

Absztrakt

A cikkben szeretnénk bemutatni a Budapesti MUiszaki és Gazdasagtudomdnyi Egyetem
Epitészmérnoki Karanak Forma és Szerkezet Specializaciéjan felvehetd Haladé szamitégépes
geometria cim( tantargy egy lehetséges felépitését. A tantdrgy 2023 Gszén indult el6szor, és
elsédleges célja a leend6 épitészmérnokok differencidlgeometriai ismereteinek bdvitése.
Kiemelt cél volt azon képesség kialakitasa, hogy a hallgatdk a késébbi terveikben tullépjenek
a hagyomdnyos formavilagon: a mdsodrend(i feliiletek kreativ alkalmazasatél indulva a
freeform fellletekbe is betekintést kaphattak. Roviden Osszefoglaljuk a tantargy féléves
tematikajat, kovetelményeit, valamint attekintjlk az ahhoz tartozd jegyzetet és
segédanyagokat.

Kulcsszavak: differencidlgeometria, épitészet, oktatdsmodszertan, GeoGebra

A Possible Way of Teaching Differential Geometry in Architectural Engineering Program

Johanna Pék

Budapest University of Technology and Economics, Faculty of Architecture, Budapest, Hungary,
email: pek.johanna@epk.bme.hu

Abstract

In this article, we would like to present a possible curriculum of the course Advanced
Computer Geometry, which can be taken at the Form and Structure Specialization of the
Faculty of Architecture of the Budapest University of Technology and Economics. The subject
started for the first time in the fall of 2023, and its primary goal is to expand the differential
geometry knowledge of future architects. A key goal was to develop the ability of the
students to go beyond ,the traditional world of forms” in their later designs: starting from the
creative application of second-order surfaces, they studied about freeform surfaces as well.
We will briefly summarize the schedule and requirements of the course, as well as we will
show the related notes and supporting materials.

Keywords: differential geometry, architecture, teaching methods, GeoGebra
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1. Bevezetés, motivacio

A XXI. szdzadban mar természetesnek vessziik, hogy a megtervezett éplletek formavilaga
tulmutat az egyszer(i poliéderek alkalmazasan. A kovetkez6 lépcs6fok a masodrendd felliletek,
vonalfeliiletek és csavarmozgdssal szarmaztathato felliletek hasznalata volt. A szamitdgép és a
komputergeometria térhdditasaval megjelentek a freeform gorbék és feliiletek az épitészetben
is. Ezek az avatatlan szemlél6 szamara futurisztikus latvanyt nyujtanak, holott a mogotte
meghUzddd matematikai hattér nem feltétleniil bonyolult, alapszintli egyetemi matematikai
tanulmanyok birtokaban elsajatithatd ismeret. Jelenleg az épitészmérndk képzésben a mar ,,jol
bejaratott”, konnyen kezelhet6 szamitasokkal megtervezheté madsodrendd felliletek, illetve
vonalfeliiletek a gyakoriak. A freeform felliletek esetében a tervezés erételjesen tdmaszkodik az
adott szamitdgépes tervezGprogramra (példaul a CAD-programok egy része, illetve a
Grasshopper és a Rhinoceros 3D) gyakran anélkiil, hogy az épitészek annak mély geometriai
tartalmdval tisztaban lennének. Az érdekl6dé hallgatdk szdmdra ezért egy olyan tantdrgyat
szerettlink volna kifejleszteni, amely ezt a geometriai-matematikai hatteret sajatittatja el. A cél az
volt, hogy a jol ismert gorbéket és fellileteket, valamint az egyszer(ibb freeform fellleteket
analitikus geometriai Uton is megismerjék a hallgatok. Ezzel a matematikai ismerettel pedig joval
hatékonyabban és kreativabban hasznalhatjak a fent emlitett tervez6programokat, sét, jszerd és
egyedi felliletek megalkotasara is képesek lehetnek.

2. A maddszertani hattérrdl és a tantargyrdl roviden

Ahhoz, hogy hatékonyan lehessen differencidlgeometridt oktatni az épitészmérnok hallgatdk
szdmadra, szlikség van alapozé matematika tantargyakra, ahol tobbek kozott matrixokkal
kapcsolatos alapvet6é mdlveleteket, differencidl- és integralszamitast tanulnak. Elengedhetetlen
tovabba alapvet6 abrazold geometriai és informatikai ismeret, hiszen ismertnek tételezziik azt,
hogy a hallgaté legaldbb a masodrend( gorbékrél és felliletekrdl hallott. Szintén fontos, hogy
legyenek olyan tervezési és miszaki ismeretei, amelyek mar korabban rdvilagitanak a kiilénb6z6
felUletek alkalmazhatésaganak fontossagara — roviden: a hallgaténak legyen meg a belsé
motivaciodja. Ezért — véleménylink szerint — a tantargy optimalis helye egy osztatlan képzés utolsé
négy félévében vagy a mesterképzésben van. A tantdrgy tematikdjanak és a témakorokon belili
feladatok 0Osszeallitdsakor szem el6tt kellett tartani, hogy a hallgatékat els6sorban nem a
matematika, hanem a megalkothatd felliletek szépsége és lehetGségei érdeklik, ezért egyensulyt
kellett taldIni a precizitas és a ,,fogyaszthatésag” kozott. A létrehozott, mintdul szolgdlé tantargy a
Budapesti M(iszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem Epitészmérndk Kar épitészmérndk osztatlan
képzésében valaszthatd ,Forma és szerkezet” specializacidjanak egyik tantdrgya: a Haladé
szamitégépes geometria. Ez 4-5. éves hallgatdk szdmdra kotelezGen valaszthatd tantargy, egydras
el6adassal és kétoras laborgyakorlattal.

3. A tantargy tematikaja, a felhasznalt programok

Ahogyan korabban emlitettiik, a tantargy felépitésének egyik nehézsége, hogy relative kevés,
az épitészmérnodk képzésre klasszikusan jellemz6 két (esetleg harom) félév matematikai
ismeretre tdmaszkodva épithet6 fel a tematika. Emiatt a klasszikus differenciadlgeometriai vagy
differencidlgeometriai alapokat tartalmazé tankonyvek (példaul [8] és [9]) nem feltétlendl
alkalmazhatdak egy az egyben: vagy tulsagosan sok matematikai tuddst tételeznek fel, vagy
pedig elemi targyaldssal kozelitik meg azokat a fogalmakat, amelyekre a tantargyban analitikus
definicidkkal van sziikség.



A felépitéshez jo kiinduldpontként szolgdlnak az épitészek szdmara késziilt angol nyelv(i
konyvek ([1], [7]), tovabba a matematika alapképzésekben gyakori, ,kdnnyedebb” targyaldsmaodu
jegyzetek (példaul [2]). A felhasznalt programok kivalasztasakor Iényeges szempont, hogy minden
felhasznaldbarat-funkciotdl mentes, elemi- és differencialgeometriai gondolkodast kikényszerité
szoftvert hasznaljon a hallgatd. Erre a célra tokéletesen alkalmas a GeoGebra, amely ingyenesen
hasznalhatd, és a 3D parancsai lehetévé teszik a felliletek tobbféle abrazolasat is. A GeoGebra
masodrend(i fellileteket képes azonnal &brdzolni, azonban minden mas fellilet esetén
parametrikus leirds (esetleg implicit alak) szlkséges. Ez teszi lehet6vé, hogy a hallgaté a
programok nyujtotta ,kényelmi szolgaltatdsoktdl” megfosztva, analitikusan gondolkodjon;
rdadasul a komponensfliggvények vagy a paraméterek valtoztatasaval organikusan, latens mdédon
fejlédik ez irdnyu képessége. Erdekességként emlitjiik meg, hogy Lastra épitészek szamara késziilt
Parametric Geometry of Curves and Surfaces cim{ tankonyve ([1]) szintén a GeoGebra
programot hasznalja. A tematika végleges Osszedllitadsa a klasszikus differencidlgeometriai
felépitést koveti, kiegészitve az épitészetben ma mar alapvetének szamitd freeform gorbékkel és
fellletekkel.

* A gorbeelmélet alapjai. Masodrend(i gorbék
* A fellletelmélet alapjai

* Madsodrenddi fellletek

* Forgasfellletek

* Transzlacids fellletek

* Vonalfellletek, torzfeltletek

* Kifejthet6 felliletek

* Csavarmozgassal kaphato feliletek

* Cséfellletek

* Freeform gorbék (Bézier, B-spline, NURBS)

* Freeform fellletek (Bézier, B-spline, NURBS)
* A jegyzetben: Kiegészités (matematikai 6sszefoglald)

4. Feladattipusok és szamonkérés lehet6ségei

Természetes, hogy az épitészeti tervezési munka alkalmazds centrikus megkozelitést kivan.
Ezért az egyes témakorokhoz olyan feladattipusokat célszerl valasztani, amelyek lehet6ség
szerint rogton ramutatnak az adott fellilet, mint forma felhasznaldsara. Egy ilyen tantargynak
nem lehet célja pusztan az elméleti megkdzelités, igy a példdk sem az apré matematikai
finomsagok letisztazasat szolgaljak.

4.1. Feladattipusok

A feladattipusokat két f6 csoportra lehet osztani: ,formafelismerést” és ,formaalkotast”
gyakoroltatd feladatokra. Az elsé feladattipus lényege, hogy egy adott épilet egy részének
(homlokzat, tet&szerkezet stb.) geometriai tulajdonsagait és sajatossagait kell felismerni. Ha
sikeresen rajon a hallgatd, hogy az épliletrészlet milyen feliletbél szarmaztathatd, a feladat
masodik felében — f6ként a GeoGebra programmal — rekonstrualnia kell magat az épliletrészletet.
A masodik feladattipus esetében adott instrukcidk alapjan kell Iétrehozni egy feliiletet (1. dbra). A
,formaalkotast” igényl6 feladatok tisztan az adott fellilettipus alapveté tulajdonsagait, geometriai
specifikumait, paraméteres vagy implicit leirasi médjait mélyitik el a hallgatékban.



Ezen képesség kialakitasa nélkilozhetetlen ahhoz, hogy a leend6 épitész kés6bb a sajat
gondolatait, terveit matematikailag precizen le tudja irni.

Tekintslink egy-egy mintat a feladattipusokra. Egyszer(i formaalkotasra egy példa:
Adjuk meg az (x —3)2+ (y —5)? = 16, z = 0 egyenletrendszerii kérre irhaté egyenes
kérkonoid egy paraméteres leirdsdt, ha a konoid ,magassdga” 6 egyséqg! Abrdzoljuk a konoid
vezérkér és vezéregyenes kOz6tti darabjdat és egy, a vezéregyenes feletti feliiletdarabjat
egylittesen! Jol lathato, hogy a feladat célja az egyenes korkonoid definialé objektumainak
felismertetése, az implicit és a paraméteres alak kozotti 4atjarhatdsag, valamint a
paramétertartomdnyok helyes megvalasztasanak gyakoroltatasa. A matematikai készségek
fejlesztése miatt, ezeknél a feladatoknal a hallgatdktdl elvaras a hagyomanyos, papiron valé
szamolds a teljes félév sordn; csak szlikség esetén — példaul egy derivalas ellenGrzésére —
vehet6k igénybe a szamitdgépes programok: féként a GeoGebra CAS vagy a Wolfram Alpha.
Ezen segédprogramok esetenkénti alkalmazdsa szintén hasznosnak bizonyul az
épitészmérnok képzésben. A tapasztalat azt mutatja, hogy ezek az ingyenes programok a
gyakorlo épitészek kdrében, hasznossaguk ellenére, sajnos nem eléggé ismertek.

A ,formafelismerésre” irdnyuld feladatok rejtett mddon hatékonyan fejlesztik a
differencidlgeometriai gondolkodasmédot, a nyilt és konnyen felismerheté céljuk pedig az
analizdlo |atdsmoéd erdsitése. llyen feladat példdul az aldbbi, alapveté példa: Adjuk meg
parametrizdalt feliiletként az aldabbi épiilet egykopenyli hiperboloidot tartalmazo részét!
(Elegendd egy jo kizelités.)

1. dbra. Példa formafelismerésre, Forras: Steven M. L., (2007). A photograph of
the Saint Louis Science Center’s James S. McDonell Planetarium
https://en.wikipedia.org/wiki/Saint Louis Science Center#/media/File:Mcdonnel

| planetarium slsc.jpg



https://en.wikipedia.org/wiki/Saint_Louis_Science_Center#/media/File:Mcdonnell_planetarium_slsc.jpg
https://en.wikipedia.org/wiki/Saint_Louis_Science_Center#/media/File:Mcdonnell_planetarium_slsc.jpg

Ennél a feladatnal egyértelm(ien lathatjuk a kettds célt: a hallgaténak el6szor elemeznie
kell a fellletet, majd az otletét le kell tudnia forditani a differencidlgeometria nyelvére. A
kés6bbiekben bonyolultabb formak felismerésére is képesek a hallgatdk, ahol nincs megnevezve
a felulettipus sem. Ezen feladatok megoldasa kozben a didk gyakran tippelget, kilondsen a
paramétertartomanyok és egyéb futd paraméterek esetében. Ezt minden esetben érdemes
megengedni; s6t, éppen ez a prébdlkozasi folyamat segiti el6 a valddi, célul kitlizo6tt geometriai
szemlélet fejlesztését. A fenti példak jél mutatjdk, hogy ez a kétirdnyl megkozelités hatékonyan
segitheti az épitészmérnok hallgatdk differencidlgeometriai szemléletének kialakitasat.

4.2. Szamonkérési lehetdségek

A szdmonkérés a mintaul szolgald tantargyban hdrom részbdl all: két zarthelyi dolgozatbdl,
valamint egy projektfeladatbdl. A zarthelyi dolgozatok a laborgyakorlatokon megismert
példatipusokat tartalmazzak. Mivel a cél nem az, hogy a hallgaték memorizadljak a felliletek
lehetséges elGallitasait, ezért a sajat jegyzetiiket hasznalhatjak a dolgozatok soran. A zarthelyi
dolgozatok feladatai ezt figyelembe véve késziilnek — a ,,mechanikus” alkalmazason tulmutaté
példakat is tartalmaznak. A felmérés arra irdnyul, hogy a hallgaték képesek-e a tanultakat
onalléan alkalmazni, egyszer(ibb szamitasokat elvégezni, esetleg a megismert feliileteket
egymassal kombindlni. A projektfeladat soran a hallgaténak egy mar létezé épiiletet kell
rekonstrualnia, vagy alkothat egy teljesen Uj épliletrészletet egy altala |étrehozott, egyedi
fellletbdl (feltletekbdl). A projektfeladat célja a hallgatd kreativitasanak fejlesztése, valamint a
modern, XXI. szazadi épliletekben valé jartassaganak bévitése.

5. Kapcsolodo jegyzet és segédanyagok felépitése

A tantargyhoz feladatgy(jteménnyel kiegészitett jegyzet is késziilt, amely jelenleg 66 oldalas, és a
hallgaték szdmara a zart Moodle-rendszerben elérhet§ és letblthets. A jegyzet felépitése soran
torekedtiink az elméleti rész minimalizalasara, és a gyorsan alkalmazhatd szamitdsok rovid, de
preciz targyaldsara. Egyes esetekben a bizonyitasokat sem mell6ztiink — ezek a levezetések akkor
keriiltek bemutatdsra, amikor azoknak kozvetlen gyakorlati haszna is volt, ezzel is er6sitve a
hallgatdk logikai és kovetkeztetési készségeit. Ez kiilondsen fontos, hiszen a jelenlegi kdzépiskolai
oktatasban egyre kevésbé szerepelnek bizonyitasok, ez a hidtus pedig megfosztja a hallgatdkat
attdl a képességiiktdl, hogy egy adott, akar kis terjedelm( elméleti kdvetkeztetéssorozatot
sikeresen le tudjanak vezetni. A feladattipusokat, illetve azok mddszertani torekvéseit egy korabbi
fejezetben mdr részletesen targyaltuk. A jegyzetben, a fokozatossag elvét kbvetve, az egyszeribb,
tisztan az elméleti rész alkalmazasat igényl6 példaktdl haladunk az esetenként igen nehéz, tletes
szamitdsokat kivané feladatokig. Egy egyetemi gyakorlati csoportban természetesen fellépd
kilonbségeket az érdeklédésben, tehetségben és hozzaallasban konnyen at lehet hidalni, ha a
nehéz példaknal a kulcsfontossagu szamitasi részletet példaul zardjelben segitségként leirjuk. Ily
modon a hallgaték kozotti differencialas is megvaldsithatd: az elmélyiilni kivand hallgatok
onalléan kiszamoljak a szikséges képleteket, az atlagos képességli didkok pedig be tudnak
kapcsolddni a feladat mar csupan alkalmazast igényl6 részébe. A jegyzet alapfokon targyalja a
Bézier, B-spline és NURBS-gorbéket és fellileteket. Az analitikus megkozelités miatt ezekben a
témakordkben is a GeoGebra hasznalata volt az els6dleges. A szlikséges matematikai hattér
ismeretében ezen fellleteket megvizsgdlhatjuk egy CAD programban (a félév soran az AutoCAD-
ben).
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Példaképpen a Vonalfellletek, illetve a Freeform gorbék és felliletek témakor néhany
oldaldt mutatjuk meg. A jegyzet dbrai a GeoGebra programmal késziltek, és minden fajl
elérhet6 a tantargyat hallgatok vagy kiils6s érdekl6d6k szamara is [6]. Az egyes anyagrészek
targyalasa er6sen alapoz a hallgatok korabbi ismereteire, ezért példaul a Vonalfellletek
témakor nem igényel aprdlékos bevezetést, mig a Freeform gorbék és feliiletek bemutatasa
nem mell6zheti a szlikséges matematikai hattér ismertetését. Itt jegyeznénk meg, hogy a
BME Epitészmérnoki Karanak hallgatéi a GeoGebra programmal alapfokon mar elsééves
korukban megismerkednek, az Abrazolé geometria tantargy keretén beliil [5], ezért annak
alkalmazdsa nem okoz kiilon6sebb problémat a tantargyat felvevé hallgaték szamara.

Freeform felaletek

Freeform gorbék

Besier pirbeh

2-7. dbra. Szemelvények a jegyzetbdl
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6. Konkluzié

Ugy latjuk, hogy az épitészmérndki osztatlan képzés 4-5. évfolyamdn, illetve
mesterképzésben megvaldsithatd a klasszikus differencidlgeometriai alapismeretek atadasa
oly mdédon, hogy a tanultakat a hallgaték azonnal alkalmazni tudjdk a tervez6i munkajuk
soran. A hallgaték altal készitett 6nallé6 munkak arrdl arulkodnak, hogy jél hasznosithatd
differencidlgeometriai tuddsra tettek szert. A tantargyrdl fél évvel késébb egy nyomon kdvets
kérddiv késziilt, amelyet a hallgatdok onkéntesen tolthettek ki. Ezen munkdk és a kérdGiv
tapasztalatait egy kovetkezd cikkben elemezziik ki.

Irodalomjegyzék

[1] Lastra, A., (2021). Parametric Geometry of Curves and Surfaces, 1st ed., Bazel, Birkhauser.

[2] Kozma, L., Kovacs, Z., (2011). Gérbék és feliiletek elemi differencidlgeometridja, 1. kiadas,
Debrecen — Nyiregyhaza, elektronikus tankonyv. https://docplayer.hu/23789719-Gorbek-es-
feluletek-elemi-differencialgeometriaja-kozma-laszlo-kovacs-zoltan.html

[3] Lérincz, P., Petrich, G., (2003). Abrdzolé geometria, Nemzedékek Tudasa Tankdnyvkiadé Zrt.,

[4] Pék, )., Strommer, L., (2019). Abrdzolé geometria, Budapest, Budapesti M{iszaki Egyetem,
elektronikus tankonyv. http://www.epab.bme.hu/pekjoh/docs/Pek Strommer Abr geom.pdf

[5] Pék, )., Abrdzolé geometria, GeoGebra tankdnyv: https://www.geogebra.org/m/fxjypmny

[6] Pék, J.: Haladd szamitégépes geometria, GeoGebra tankdnyv.
https://www.geogebra.org/m/p9esvesa

[7] Pottman, H., Asperl, A., Hofer, M., Kilian, A., (2007). Architectural Geometry, 1st ed., USA,
Bentley Institute Press.

[8] Strommer, Gy., (1974). Abrdzolé geometria, Budapest, Tankényvkiadé Vallalat.

[9] SzGkefalvi-Nagy Gy., Gehér L., Nagy P., (1979). Differencidlgeometria, Budapest, M(iszaki
Kényvkiadd.

12


https://docplayer.hu/23789719-Gorbek-es-feluletek-elemi-differencialgeometriaja-kozma-laszlo-kovacs-zoltan.html
https://docplayer.hu/23789719-Gorbek-es-feluletek-elemi-differencialgeometriaja-kozma-laszlo-kovacs-zoltan.html
http://www.epab.bme.hu/pekjoh/docs/Pek_Strommer_Abr_geom.pdf
https://www.geogebra.org/m/fxjypmny
https://www.geogebra.org/m/p9esvesa

’
P& o v o o O

0

k

~
la w
-+ (O
S N

€ ©

s £

©

B X
0 T©

.m 0
; <
© (@

-
o}

|

sikbol térbe

z

7

NAGY MATE




Hajtogatasmintak: sikbdl térbe — mszaki alkalmazasok
NAGY Maté

Soproni Egyetem Faipari Mérnoki és Kreativipari Kar, Kreativipari Intézet,
email: nagy.mate@uni-sopron.hu

Absztrakt

A hajtogatdas Gsi technikdja a vékony sik lemezek Osszetett térbeli formakka alakitdsat teszi
lehet6vé, () funkcidkkal ruhdzva fel azokat. Legyenek azok felnyilé vagy Osszecsukhatd
targyak, mint a legyez6 vagy a naperny6, a lagy papir merev dobozza, allvanny3,
papirsarkannya, sét alakvaltd tdrggya is formdlhaté. Az origami mlivészete valdjdban
anyagprogramozas: a papir ,tanitasa”.

A 20. szazad elején csupdn néhany szaz hajtogatdsmintat ismertek, mdra ez a szam tizezer
folé emelkedett. A hajtogatds kezdetben hagyomdnyos miivészeti agként és kéziigyességet
fejleszt6 jatékként terjedt el vildgszerte. Ugyanakkor hamar felismerték benne a térrel
kapcsolatos komplex problémak modellezésének lehetGségét is. A hajtogatds matematikai
hatterének feltardsa kaput nyitott a magasabb szintli mUszaki alkalmazasok felé: Grben
felnyilé napvitorldk, az él6 testben format olt6é orvosi eszkozok, alakvaltd targyak és
puhatestli robotok tervezésénél is hajtogatdsi mintdkat hasznalnak inspiracidként. Jelen
tanulmany a hajtogatasban rejl6 mdlszaki lehetG6ségeket tarja az olvasé elé, kiemelt
figyelemmel az épitészet, a butor- és targytervezés teriiletére.

Kulcsszavak: papirhajtogatds, origami, épitészet, tervezés, targytervezés, design

Folding Techniques: From Plane to Space — Technical Applications

Madté Nagy

Institute of Creative Studies, Faculty of Wood Engineering and Creative Industries
University of Sopron, Sopron, Hungary, email: nagy.mate@uni-sopron.hu

Abstract

The ancient art of paper folding transforms thin, flat sheets into complex three-dimensional
shapes, imbuing them with new functionalities. From deployable and collapsible objects, rigid
boxes and transformable toys, folding techniques breathe life into simple materials. Origami,
in essence, is material programming: the art of "teaching" paper.

While only a few hundred folding patterns were known in the early 20th century, their
number has exploded to over ten thousand today. Initially recognized as a traditional art form
and developmental game, folding's potential for modelling complex spatial problems was
quickly realized. Unveiling the mathematical background of folding unlocked possibilities of
advanced engineering applications. Folding patterns now serve as design inspiration for
deployable solar sails in space, medical devices self-assembling within the body, shape-
shifting objects, and soft robots. This presentation explores the technical possibilities of
folding, with a particular focus on its applications in architecture, furniture, and object
design.

Keywords: paper folding, origami, architecture, design, object design advanced innovation.
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1. A hajtogatas jelentGsége

A papir hajtogatasa feltehet6leg egyid6s a papirral, s6t a hajtogatas jellemz6 a textil és
bérmegmunkalasra is. Mdszaki szempontbdl kilondsen figyelemre méltd, hogy tovabbi
szerkezetek beépitése vagy anyag hozzdadasa nélkil vagyunk képesek szilarditani a lapot,
vagy megvaltoztatni a mozgdsat. Origami mintak elkészitésével a vékony sik lemezt dsszetett
térbeli formava alakithatjuk, amivel Uj feladatokat képes ellatni. Készithetlink felnyilé vagy
Osszecsukhatd targyakat: legyez6t, napernydt példdul. A lagy papirbdl készithetlink merev
dobozt, allvanyt, de akar papirsarkdnyt vagy alakvaltd jatékot is. Az origami m(ivészete
valdjaban anyagprogramozas: a papir tanitdsa. A XX. szdzad kezdetén minddssze néhany szaz
hajtogatasmintat ismertek, mara tizezer folottire becsilik a szdmukat. Az origami mai
népszerlisége jelent6s részben Akira Yoshizawa (1911-2005) japan papirm(vésznek
kdszonhetd. Yoshizawa 1952-ben megjelent Uj Origami M(ivészet cimi kdtetében lathatjuk a
papirhajtogatds lejegyzésére szolgdld, diagrafikus képi nyelvet, 1954-ben pedig megalapitotta
a Nemzetkozi Origami Kozpontot. A papirhajtogatds, mint hagyomdnyos mdlvészeti ag és
kézligyességet fejleszt6 jaték terjedt el vildgszerte, de kezdettél fogva vilagos, hogy térrel
kapcsolatos problémadkat is modellezhetiink vele [1].

Az origami azért is kivételes terlilet, mert alkotdémivészek jelolték ki a
természettudomanyos és muszaki kutatds-fejlesztés iranyait. Ennek tudataban vettik gorcsé
ald a Soproni Egyetem 2023 Gszi projekthét, keretében a papirhajtogatdst épitész,
formatervez6 valamint tervez6grafika szakos hallgatékkal. Abbdl a célbdl, hogy megismerjiik
és alkalmazzuk az origamiban rejl6 formaképzdé lehet6ségeket, kezdetben klasszikussa valt
modszereket kovettiink, majd atalakitottuk, tovabb fejlesztettiik &ket. Késziltek
formatanulmanyok, épitészeti térkisérletek, alakvaltéd targyak el6képei, és autondm
papirplasztika alkotdsok, amihez irodalmi inspiraciokat kovettink (1. abra). Jelen
tanulmanyhoz kapcsolddd illusztracidkon els6sorban az itt készilt munkak lathatok.
Madsodsorban a 2024. év tavaszi szemeszterében megtartott Design 2, valamint Techné 2.
nev( kurzusok soran késziilt munkdakat hasznaltam fel (2. abra).

1. dbra. Kolldr Eniké: Papirplasztika, 2. dbra. Tdjmel Csenge: Kétfdzisu csomagolds modellje
(2023 6szi projekthét) (2024, Design 2)
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Mivel az origamival létrehozott formdk a papir mellet tovdbbi anyagokbdl is
elkészithet6k, a hajtogatas tanulmanyozdsa szamos mdszaki megoldast Osztonzott. A
hajtogatas matematikai alapjainak megértése olyan origami m(ivészekhez kotédik, mint
Robert Lang amerikai fizikus, vagy Tomohiro Tachi japan matematikus. Munkdssaguk kaput
nyit magasabb szintd mf(szaki kihivasok megolddsara: (rben felnyild napvitorlak, az él6
testben format OIt6 orvosi eszkdzok, alakvalté targyak és puhatestl robotok fejlesztésére
hasznaltak mar hajtogatasi mintakat [2][3].

2. Mlvészeti és miiszaki nevelés

A papirhajtogatds az oOvodatdl az egyetemig jelen van az oktatdsban. Gyermekkori
képességfejlesztésre mar a XIX. szazadban, a formdlis oktatds hajnaldan bevezették a
laphajtogatdsi gyakorlatokat, a térlatas, finom motorikus mozgasok és alapveté mdiszaki
gondolkodas elGsegitésére. Ezzel demokratizalddott az a tudas, ami kezdetben a fédri kultira
és az értelmiség hivatali szerepvdllaldsdnak eszkéze volt. Diszes szalvétdk gondosan
hajtogatott meghivdk és iratok, személyes levelek, iratok alakitasara fejlédott ki kézmduves
hagyomany, ami fénykorat élte példaul a rokokd asztalteritékek kozott [4].

Japanban az origami szintén f6uri és hivatali kultira részét képezte, majd az Edo
korszakban (1603-1868), a papirgyartas tomegesedésével terjed el a kozemberek kérében. A
leg6sibb irodalmi forrds, az ,Az ezer daru hajtogatdsa” 1797-bél szarazik és Shimokobe
Shusuinak tulajdonitjak. A hagyomdny szerint ezer darumadar meghajtogatdsa utdn a
készitének teljesll egy kivansaga. A papirhajtogatas aztdn a Meidzsi-kor oktatasi reformjaval
valik altaldnossa japanban. Az dvodai és altalanos iskolai oktatasban kezdik el alkalmazni
eurépai minta szerint, de természetesen, a sajatos hagyomanyok tiikrében. Akira Yoshizawa,
a modern origami atyja is igy tanulja meg a papirhajtogatas alapjait, hogy aztan késébb maga
is oktatdsdra hasznalja a munkaja soran, amikor mdszaki rajzolok betanitasaval biztak meg

[5].

A XX. szazad elsG felébdl ki kell még kiemelniink Josef Albers munkdssagat az eurdpai
és nemzetkdzi modernizmusra gyakorolt hatdsa miatt. Albers a Bauhaus iskola
alapképzésének keretei kozott oktatott papirplasztikat, igy a kor szdmos kivalod alkotdja,
tervezdje dolgozott a keze alatt. Az ott késziilt fényképek tanusaga szerint a kurzus nem csak
korszer( volt, de meg is haladta a korat. A képeken feltlinik a héjépitészetben éppen csak
elterjed6 hiperbolikus paraboloid, origami tesszalacidk, koztik a Miura-ori és ivelt
hajtogatasmintdk is. Albers tematikaja a papirhajtogatassal azért is volt kiiléndsen idGszerd,
mert a szazadel6n elterjedd Uj ipari anyagok és technoldgidk hatékony alkalmazasa Ujszeri
formalast kivant, amit a hajtott és hajlitott papirral kivaléan modellezhetiink [6].
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3. A hajtogatasmintdak morfogenezise

A papir kiloénosen kis keresztmetszetli, rostokbdl felépllé mesterséges anyag,
megmunkdlasa torténeti szempontbdl el6zmény nélkili, kivételt talan a textil és bér
hajtogatdsa jelenthet. Tervezési analdgidkat mégis talalunk az él6 természetben, hiszen tébb
vékony, rostokbdl felépilé allati és novényi szerv is hordoz olyan szerkezeti mintdzatokat, ami
az origami eszkozeivel jol modellezhet6. Amikor egy szitakot6 imagd allapotban elhagyja a
babot, a szarnyai Osszehajtott allapotban helyezkednek el a testén. Az imdgd kezdetben
ropképtelenil varja, hogy a szarnyak felnyiljanak, hogy elsé alkalommal a levegébe
emelkedhessen. A szitakotd lGreges szarnyereinek jellegzetes mintazata egybeesik a szarnyak
hajtaséleivel és a rovar egész életében leolvashatd rajtuk a szarny egykori hajtogatdsi
mintdzata. Egyes fajokndl megfigyelhetiink egy jellegzetes cikk-cakkos mintazatot is a
hajtasélek korul, ami nagy hasonlésagot mutat az ugynevezett Miura-ori hajtogatasmintdval.
A Miura-ori hajtogatast Koryo Miura japdn asztrofizikus taldlta fel abbdl a célbdl, hogy
megtervezzen egy Urben kinyild napvitorlat [7]. A fedeles szarnyd rovarok, példaul a
hétpettyes katicabogar esetében a lagy szarnyak felnyitdsa és Osszezdrdsa mindennapos
esemény. A rovar repiilés el6tt széttarja a kemény szarnyfedeleket és felnyitja a hartyas
szarnyat, leszallas utdn pedig 0sszecsukja, majd rahajtja a szarnyfedelet. A szarny erezetérdl
szintén jél leolvashaté a hajtogatasi mintdzat [8]. Akdr a rovarszarnyak kinetikus szerkezetét
vizsgdljuk akar kiilonféle levélerezeteket, ahol a hajtasél a levél, mint konzolos kiallasu lemez
merevitését szolgdlja, de ezek a mintdzatok bioldgiai Onszervez6dés soran keletkeznek.
Valéjaban tehat, irdnyitott gylrédésekrdl van sz6, de hogyan tud egy bonyolult, funkcionalis
szerkezet keletkezni?

A Yoshimura féle minta egy haromszogekbdl allé hajtogatdsminta, ami a nevét
Yoshimaru Yoshimura japan matematikusrél kapta, aki magyarazatott adott a kialakuldsara
vékony falu hengeres testeken nyomderd hatasara. Ennek ismeretében elvégeztiink egy
egyszer( roncsoldsos kisérletet szabdlyos geometriai testeken: kockan, hengeren és kupon.
Egyenletes terhelésnek vetettilk ald a testeket és megvizsgdltuk, hogy a roncsolasi
mintazatot. A legtobb esetben szabdlyos testb6l kiindulva valamilyen szabalyos
hajtogatasmintat kaptunk (3. dbra).

3. dbra. Roncsoldssal létrehozott mintdzatok, 2024, Foto: a szerzd
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4. Tudomanyos kutatas és mliszaki Gjitasok

Origamival dsszefligg6 kutatasok és innovaciok jelen vannak a természettudomanyokban és
az iparban is. Az 1960-as évek végén jelentek meg Shuzo Fujimoto munkai, sikkitolté
mintdzatok (4-5. abra) és szabdlyos mértani testek kihajtogatdsardl, ami lehet6séget teremt a
laphajtogatasok kozvetlen matematikai modellezésére, ezzel kapcsolatot teremve alap és
alkalmazott kutatdsokkal [9].

A hazai mdszaki irodalomban Pelikdn Jozsef Szerkezettervezés cim(i konyvében (1970)
hivja fel a figyelmet az egyirdnyu lemezmiuivek allékonysagat elemezve, hogy a vasbeton
héjépitészet egyes elgondoldsai egyetlen lapbdl kihajtogatva remekil ,,modellirozhatéak”.
Bar felhivja a figyelmet a sikbafejtehet8ség szildardsdgtani hatranyara, vagyis, hogy erGhatasra
kinyilhat, ezért tdmaszté fellileteket vagy diafragmak beépitését javasolja. Pelikan kilon kitér
az egyenld szard hdaromszogekkel felosztott lapbdl modellezheté lemezmire: ,A
hajtogatdssal szarmaztatott lemezmdii is kell6 merevségli lehet, ha hdromszégei nem tul
tompaszégliek. Példdul az ugyanazon kérbe szerkesztett szabdlyos hatszég és szabdlyos
hdromszdg oldalaibdl szerkesztett hdromszégli hdldzat mdr elég merev lemezm(ivé képezhetd
ki.” Az ilyen vasbetonbdl, fémlemezbdl vagy akar fatablakbol megépithets épitészeti formak
jellemzéen sorolhatd, vagy sikkitolté origami mintdzatokhoz allnak a legkdzelebb (7. dbra)
[10].

A legismertebb kutatd, aki egyben origami mdvész is Robert Lang fizikus, aki tobb
konyvet is szerzett a témaban és mlszaki kihivdsok megolddsara hasznalja az origami tuddsat,
dolgozott példaul a NASA megbizdsabdl is. Lang kidolgozott egy mddszert hatogatds mintak
tervezésére, amihez grafot hasznal. Az dbrazolni kivant figurardl pdlcika diagramot készitiink,
ami alapjan Lang szoftvere elkésziti a kiteritett hajtogatdsmintat. Hogyha a palcikamodell
(graf) nem felel meg egy probléma modellezéséhez, akkor haromszdgekre bontott altalanos
fellletekbdl is generalhatunk hajtogatdasmintdt, a japan matematikus, Tomohiro Tachi
madszerével, aki origami tesszalacidkbodl kiindulé megoldast alkalmaz erre a célra [11][12].

4. abra. Horvath Marcell: kinetikus vilagito 5. dbra. Nagyfi Luca: Folytonos forgo
feliilet modellje, (2023 Gszi projekthét) mozgdsra képes minta. (2023 bszi
projekthét)
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A hajtogatasmintdk mdszaki alkalmazdsai tobb csoportra bonthaték: merevités (7.
abra), kulonféle alakvaltozasok (6. abra), mozgd alkatrészek és funkciondlis formaadas. A
laphajtogatds, mint tervezési analdgia kovetkezhet az alapanyagbdl is, kiilonféle lemezmdvek
esetében, de hogyha egy m(ikodé alkatrészt tudunk kivaltani hajtogatott megoldassal, akkor
a kotbelemek szamat, és végsd soron az alkatrész méretét és tomegét csokkenthetjik. Az
alakvaltdé szerkezetek kozil a legnépszer(ibbek a felnyilé tulajdonsaguak, a ,mail design”
lehet6sége miatt, de kiilondsem figyelemre méltdak a folytonos forgdmozgdsra képes mintak
is [13][14][15].

5. Osszefoglalé

A papir hajtogatdsanak 6si kézmives hagyomanya, amit a nemzetkozi szakirodalom a japan
eredet(i origami néven ismer, szertedgazé kapcsolatban all a legmagasabb szinvonalu
alkalmazott és alapkutatasokkal. Sajatossaga, hogy alkotom(ivészek aktivan vettek és vesznek
részt a természettudomanyos kutatasban és mdszaki kutatas-fejlesztési folyamatokban,
vagyis nem a technoldgiai és tudomanyos eredmények m(ivészeti transzferérél van szé. Ez
annak koszonhetd, hogy az origami kivadldan alkalmas komplex térbeli problémak elemzésére,
és matematikai modszerekkel jol modellezhetd, diszkrét elemekre oszthatd rendszert hoz
létre. A hajtasélek a papirban szingularitdst hoznak létre, amivel a lap a szé legszorosabb
értelmében magasabb dimenzidba Iép at. A térbeliség mellett pedig szilardsag és mozgas
lehetésége is megnyilik. Eppen ezért az alkalmazasi teriilet az orvostudomanytdl az
épitészeten at a tdrgytervezésig roppant széles korl. A napjainkban népszerl szintetikus
anyagok, mlanyagok, fémlemezek, fa és fa alapu kompozitok, kerdmia és biokompozitok
pedig tovabb fokozzdk a specialis lemezmlvek fejlesztése irdnti igényt, aminek az origami
kivdld6 modellez§ eszkdze. Az origami ismerete ezért javara vdlik barmilyen mdszaki,
tervez6ml(ivész vagy tovabbi kreativ szakembernek, akinek térrel, tomeggel, mozgdssal vagy
szildrdsaggal kapcsolatos kihivasoknak kell megfelelnie.

6. dbra. Gyémdnt Addm, Deme Kevin, 7. dbra. Hunyadi Istvdn: épitészeti térkisérlet

Horvath Marcell: kinetikus vildgito feliilet (2023 6szi projekthét)

latvdanyterve (2023 6szi projekthét)
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K6szonetnyilvanitas

A 2023-as 6szi Origami workshopon résztvevé hallgatok: Belme Bernadett, Bontovics Andrds
Kristof, Deme Kevin Szabolcs, Gergely Vivien Alexandra, Gyémdant Addm Daniel, Horvath
Marcell, Hunyadi Istvan, Kalman Timea, Knapecz Maté, Kollar Enikd, Lepold Eszter, Nagyfi
Luca, Nagy Nikolett, Nyari Katica, Patd Fanni Alexandra, Szakacs Kitti, Szendi Dorina, Utasi
Janka Mirella, Varga Laura. A 2014. év tavaszi szemeszterében megtartott Design 2 tantargy
oktatéja Polydk Janos docens és Kedves Emerencia doktorandusz, valamint e sorok irdja
voltak. Rajtuk kiviil Uveges Péter konzulensként vett részt a munkdban. A tantdrgy a
Kreativipari Intézet els6 éves formatervez6 BA és ipari termék és formatervez6mérndk BSc
szakos hallgatéi vettek részt. A cikkben bemutatott fotdkat az alkotok készitették, a
felhaszndlasuk engedélyezett.

Jelen kutatds a 2024-2.1.1-EKOP-2024-00007 szdmu projekt a Kulturdlis és Innovacids
Minisztérium Nemzeti Kutatdsi Fejlesztési és Innovacids Alapbdl nyudjtott tdmogatasaval,
a EKOP-24-4-1 palyazati projekt finanszirozasaban valdsult meg.
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Geometriai problémamegoldas és a szakképzés
NAGYNE KONDOR Rita

Debreceni Egyetem MUszaki Kar, Mszaki Alaptargyi Tanszék,
email: rita@eng.unideb.hu

Absztrakt

Debreceni Egyetem Mdszaki Karan m({ikdd6 Mérndktanari szakon a képzés 6t specializacion,
kooperativ formaban folyik. A kooperativ képzési forma azt jelenti, hogy a képzésben
résztvevé vdllalati szakemberek a korszer(i szakmai tudasukkal oktatjadk a jové
mérnoktandrait, igy egészitik ki az egyetemi képzést. Szamos kutatas igazolta, hogy a
térszemlélet és a geometriai problémamegoldas kulcsfontossdgu a természettudomanyok, a
technolégia, a mérndktudomany és a matematika (STEM) tanuldasa, megértése soran. A
mUszaki szakképzésben és a felsGoktatasban is szlikség van e képességre. Jelen irdsban
beszdmolunk arrél, hogy a Debreceni Egyetem Mérnoktanari képzés hallgatéi milyen
feladatokat alkalmaztak a szakképzé iskoldakban folytatott tanitasi gyakorlataik soran, milyen
feladattipusokkal fejlesztették a térszemléletet.

Kulcsszavak: M(iszaki oktatds, Problémamegoldds, Szakképzés, Tandrképzés

Geometric Problem Solving and Vocational Training

Rita Nagyné Kondor

Department of Basics Studies, Faculty of Engineering, University of Debrecen, Debrecen, Hungary,
email: rita@eng.unideb.hu

Abstract

University of Debrecen Faculty of Engineering offers Vocational Teacher Training in form of
cooperative training, in five specializations. Cooperative form of training means that the
company specialists participating in the training teach prospective vocational teachers with
timely professional knowledge, thus supplementing the university training. According to
studies spatial ability, geometric problem solving are crucial in learning Science, Technology,
Engineering and Mathematics (STEM). This ability is needed in vocational training and higher
education. This report investigated the task types of students at the University of Debrecen,
which tasks they used during practical pedagogical training in vocational education and
training schools. The task types developed spatial ability.

Keywords: Engineering education, Problem Solving, Vocational Training, Teacher Training
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1. Bevezetés

A geometriai problémamegoldds szamos tevékenység szempontjabdl fontos, akar a tanulasi
kontextusra gondolunk, akar a mindennapi élet soran felmeril§ feladatokra. Kutatasok
szerint a térszemlélet és a geometriai problémamegoldds kulcsfontossdagld a
természettudomanyok, a technolégia, a mérnéktudomany és a matematika (STEM) tanulasa,
megértése soran, a térbeli képesség Osszefligg a problémamegoldd képességgel [4, 7, 8], a
térbeli képesség elSrejelzi a matematikai teljesitményt, valamint a tudomanyos, technoldgiai
és mérnoki szakértelmet [16]. A miszaki szakképzésben és a fels6oktatdsban is szlikség van e
képességre.

Az oktatdknak komoly pedagodgiai kihivast jelent az érettségire éplil6 szakképzések
esetén az elméleti ismeretek és a gyakorlati tudas egyidejl atadasa. A mUszaki képzésben,
szakképzésben rendkivil fontos a didkok kreativitdsanak fejlesztése is, tovabbd a hatékony és
modern eszkozok beépitése a tandrakba [3, 10, 11], illetve a térszemlélet fejlesztése [7, 18,
19]. Jelen cikk célja a mérnoktanar képzés rovid bemutatdsa, majd a képzésben résztvevd
tanarjeloltek Oraterveinek tartalmi elemzése alapjan olyan példakat hozni, amelyek a
geometriai problémamegoldast, a térszemléletet fejlesztik. E példakat a képzésben részt vevé
leend6 mérndktandrok a szakképz6 iskoldkban folytatott tanitdsi gyakorlat sordn alkalmaztak.

2. Szakmai tanarképzés

A negyedik generaciés egyetemek célja az oktatds, kutatds, tuddshasznositas, a helyi
gazdasdg tudatos fejlesztése, az oktatok, a kutatdk, a hallgatok és a lokalis térség
inspirdldsaval, a tudasaramlds biztositasaval [6]. Az egyetemek az oktatasi és a kutatasi
alapfeladataikon tul hatast gyakorolhatnak a helyi gazdasagra, hozzajarulhatnak a térség
versenyképességének novekedéséhez. A harmadik misszid fogalma folyamatosan béviil [2],
mely az innovacio, a technoldgiai- és tudastranszfer, az élethosszon at tarté tanulas, a
szakmai képzés és tovabbképzés harmasaként értelmezhetd [12]. A felsGoktatas harmadik
missziéjanak tevékenységi korébe tartozik az egylttm(ikodés az ipari szereplSkkel, a
vallalatokkal, illetve a vallalkozas és a felsGoktatds kozotti humanerdsforras-aramlas is, igy az
egyetem harmadik misszids feladatanak tekintheti a képzési tevékenységéhez kapcsoléddan a
fels6foku oktatdsra éplil6 szakképzési feladatok ellatdsat is [5].

3. Mérnoktanari szak a Debreceni Egyetemen

A Debreceni Egyetem Miszaki Kar és a Debreceni Szakképzési Centrum egylittm(ikédésében
2019-ben harom szakiranyon indult Ujra Mérnoktanari mesterképzés. 2023-ban a szakirdnyok
(2020-t6l a megnevezés: specializacidk) szama otre boviilt:

¢ Elektrotechnika-elektronika,

o Epits-épitészet,

e Gépészet-mechatronika,

e Kornyezetvédelem-vizgazdalkodas,
e Miiszaki-gazdasagi.
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1. dbra. Lakohdz makettjének
megépitése 1. (forrds: [14]
Piri, M. (2023). Oraterv,
Portfdlié, Debreceni Egyetem)
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A szakra a jelentkezés feltétele a specializdcidénak megfelel6 mérnoki alap- (BSc) vagy mester
(MSc) diploma. 2023. szeptemberétd| a 4 féléves képzésen a képzés id6 3 félévre rovidiilt. igy
jelenleg a képzési formak:

e 2 féléves a képzés egyetemi (MSc) mérnoki végzettség esetén,

e 3 féléves a képzés fGiskolai (BSc) mérnoki végzettség esetén,

o illetve 2 féléves a képzés azoknak, akik a 3 féléves képzésre jelentkeznek, de legaldbb 50
honapot dolgoztak kdzoktatasi intézményben, pedagdgus munkakorben.

A leend6 mérnoktandrok a gyakorlati képzés sordn vezet6tandr iranyitdsaval folyd
iskolai tanitasi gyakorlatokon vesznek részt, ahol térekednek arra, hogy valtozatos tanitdsi
eszkozoket és mddszereket hasznaljanak, kreativ és konstruktiv tanulasi légkort teremtsenek
[10, 15]. Tovabba folyamatos 6nreflexidval gyakoroljak a sajat fejlédés megitélését, az altaluk
elért eredmények és a célok megvaldsuldsanak nyomon kovetését, az adott tanérdk kapcsan
a jovGre vonatkozd fejlesztési tervek, elképzelések és az Onfejlesztés irdnyainak a
kidolgozasat. Lényeges szdmukra a szakmai fejl6dés aktudlis szintjének tudatositdsa, annak
folyamatos nyomon kovetése, hogy a tanitasi gyakorlat haladdsdval 6 hogyan fejl6dott.
Fontos, hogy a jelolt redlis képet adjon 6nmagdrdl, hogy pontosan megfogalmazza azokat a
problémadkat, amelyekkel gyakorlata soran szembesiilt (akar sikerilt azokat megoldania, akar
— a prébdlkozasok ellenére — nem). llletve a hallgaténak pontosan fel kell tdrnia a tandri
kompetencidinak tikrében sajat erGsségeit és fejlesztendd terileteit. Jelen cikk célja a
mérndktandr-képzésben résztvevé tandrjeldltek ératerveinek tartalmi elemzése alapjan olyan
példakat hozni, amelyek a geometriai problémamegoldast, a térszemléletet fejlesztik [9]. E
példakat a képzésben részt vevs leendé mérndktandrok a szakképzé iskolakban folytatott
tanitasi gyakorlataik soran alkalmaztak.

2. Gbra. Lakéhdz makettjének megépitése 2. (forrds: [14] Piri, M. (2023). Oraterv, Portfdlid,
Debreceni Egyetem)
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4. Geometriai problémamegoldas

A mdszaki képzésben, szakképzésben rendkivil fontos a didkok kreativitasanak fejlesztése,
hatékony és modern eszkdzok beépitése a tanérakba [3] és a térszemlélet fejlesztése [7, 8,
18, 19]. Térszemlélet fejlesztés szempontjabdl is hasznos, ha egy alaprajz tanulmanyozdsa
soran a didkok egy kezdS6d6 épitkezést rendszeres helyszini latogatassal vagy webkamera
segitségével végig kisérhetnek, ezdltal megismerhetik milyen koriilmények, feltételek
sziikségesek hozza. A helyszini latogatas soran, amellett, hogy a didkok megtanuljak, hogyan
kell egy épitési teriileten kozlekedni, viselkedni, fontos szakmai ismeretre tehetnek szert. A
tandéran a didkok ezeket a kiranduldsokat részletesen feldolgozhatjak, illetve szamos,
irdnyitott kérdésre kereshetik a vdlaszt a helyszinen [13]. Példaul egy kérdés az épitkezéshez
kapcsoldddan: Organizacids szempontbdl az épitkezéshez kapcsolédd alaprajzon hova
helyezné a toronydarut és a kozlekedési utakat [13]? A szakképzésben lényeges, hogy a
tanuléknak ne csak passziv befogadd szerepiik legyen egy-egy tananyagban szerepl6 rajz,
illusztracié tanulmanyozasakor, hanem maguk készithessenek a tananyaghoz kapcsolodd
targyakat [10]. Az 1. és a 2. abrdn egy lakdéhdz modellezése tortént kartonbdl, adott
alaprajzra. E tandra célja a térszemlélet és a szakmai gondolkoddasmadd fejlesztése, illetve a
motorikus képességek fejlesztése [14]. Tovabbi, a tanitasi gyakorlaton szereplé feladat a
diakok altal CAD programmal tervezett épuletrél makett készitése, melynek eredményeit a 3.
abra mutatja. Az éplletet szabadon valasztott kivitelezési technikaval kell 6sszeallitani
(felhasznalhaté anyagok: mszaki rajzlap, hullampapir, kartonpapir, stb.) [1].

3. dbra. Sajdt tervhez makett (forrds: [1] Bird B. A. (2023). Oraterv, Portfdlié, Debreceni
Egyetem)
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5. Osszefoglalé

Jelen irassal a célunk a mérndktanar képzés rovid bemutatasa, illetve a mérndktanar-
képzésben résztvevl tandrjeldltek éravazlatainak tartalmi elemzése alapjan olyan példakat
hozni, amelyek a geometriai problémamegoldast, a térszemléletet fejlesztik. A mérndktanar-
képzés hallgatdinak eszkdztarabol hoztunk példakat, mely példakat a képzésben részt vevék a
szakképz6 iskoldkban folytatott tanitdsi gyakorlataik soran alkalmaztak.

A mérnoktandr hallgatdk a tanitasi gyakorlatuk soran szem el6tt tartottdk a didkok
kreativitasanak fejlesztését. A hallgaték a valds élet problémadihoz kapcsoldodd gyakorlati
feladatokat alkalmaztak, segitve a modellalkotast [17], tovdbba torekedtek a konstruktiv és
motivalé tanulasi légkdr megteremtésére [10] és a valtozatos mddszerek, tanitdsi eszkdzok
hasznalatdra.
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A differencialgeometriai tudas fejlédésének vizsgalata épitészmérnok
hallgatok esetében

PEK Johanna

Budapesti Miszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem, Epitészmérnoki Kar,
email: pek.johanna@epk.bme.hu

Absztrakt

Ebben a cikkben els6sorban a differencidlgeometriat alapfokon megismerdé épitészmérnok
hallgatok munkait elemezziik. Az elemzés sordn megprébaljuk részletesen bemutatni a
hallgatok fejlédését a projektmunkdik felhaszndaldsdval. Ez a kutatas , A differencidlgeometria
egy lehetséges oktatasi mddja az épitészmérnok képzésben” cim( cikken alapul [1], és az ott
ismertetett tantargy tapasztalatait mutatja be.

Kulcsszavak: differencidlgeometria, épitészet, oktatdsmodszertan, GeoGebra

A research of the development of differential geometry knowledge in the case of architectural
engineering students

Johanna Pék

Budapest University of Technology and Economics, Faculty of Architecture, Budapest, Hungary,
email: pek.johanna@epk.bme.hu

Abstract

In this article we analyse the works of architectural engineering students who learn
differential geometry at the basic level. During the analysis, we try to present the students'
progress in detail using their project works. This research is based on the article "A Possible
Way of Teaching Differential Geometry in Architectural Engineering Program" [1] and
presents the experiences of the course described there.

Keywords: differential geometry, architecture, teaching methods, GeoGebra
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1. Bevezetés

A nem leend6 matematikusoknak vagy matematikatanaroknak sz6l6 kurzusok nehézsége mindig
az, hogy megtaldljuk az idedlis egyensulyt a matematikai precizitds és az ismeretek
elsajatithatdsaga kozott. A Budapesti Miszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem Epitészmérnoki
Karan, 2024 Gszén elindult egy tantargy Haladd szamitégépes geometria cimmel. Ebben 4-5. éves
épitészmérndk hallgatok kapnak differencidlgeometriai ismereteket, amelyeket — reményeink
szerint — a késGbbi parametrikus tervezési problémaikban sikerekkel alkalmazhatnak. A
tantargyhoz tartozé GeoGebra-fajlok nyilvanosak [2], a jegyzet a zart Moodle-rendszerbdl érhet6
el a hallgaték szamara. (A kurzusrél bévebben , A differencidlgeometria egy lehetséges oktatasi
moddja az épitészmérnok képzésben” [1] cikkben irtunk.) A tantargyban a zarthelyik mellett
projektfeladatot is be kellett adniuk a hallgatéknak. Bar a zarthelyi dolgozatok klasszikusan jol
mérik a tudast, a valddi alkalmazasi képesség egy otthon elkészitett projektmunkaban mutatkozik
meg igazan, ahol a hallgaténak van ideje a kutatdsra, elmélyedésre és az Otleteinek kreativ
kibontakoztatdsara. Ezért ebben a cikkben ezekbdl a projektmunkdkbdl mutatunk meg néhany
tanulsagos példat. A cikk végén roviden dsszefoglaljuk, hogy a hallgaték hogyan értékelték ezt a
tantdrgyat, milyen benyomasaik voltak, milyen valtoztatasokat szeretnének latni.

2. Néhany hallgatoi projektfeladat részletes elemzése

A kovetkez6kben harom projektfeladatot elemziink. A féléves projektfeladatban a hallgatéknak
onalldan kellett egy mar létez6 vagy kitaldlt épliletet megtervezni — itt pusztdn a geometriai
tudast és kreativitast haszndlva, azaz nem kellett vizsgalniuk azt, hogy egy kitaldlt épiilet esetén a
terv megvaldsithaté-e. (Az esetek nagyobb részében a beadott projektben egy mar létez6 éplilet
elemzése és reprodukdldsa szerepelt.) A projektfeladatban a GeoGebra-fajlok mellé az azokhoz
tartozo szamolasokat, levezetéseket is csatolni kellett — ennek elmaradasa, illetve a GeoGebraban
torténé ,probalgatas” esetén egy adott részpont levonasra kerilt. A hallgaték anonimitasat
megGrizve, a munkaik kézirdsos részét sz(ir6 felhasznalasdval tessziik kdzzé. Bemutatjuk tovabba
a GeoGebridban késziilt munkakat képernySképekkel, az Algebra ablakokat is felfedve.
Mindhdarom eset mas szempontbdl tanulsagos, és mindegyikben tisztan lathatdé a hallgatd
szakmai fejl6dése. (Megjegyzés: A cikkben felhasznalt hallgatéi munkak bemutatdsa a hallgatdk
beleegyezésével tortént.)

2.1. Példa a paraméterek és paramétertartomdanyok rugalmas alkalmazasara

Az els6 példaban a Tréia Design Hotel (Trdia, Portugdlia, [3]) ,,hulldmzd” homlokzati része keltette
fel a hallgatd érdekl6dését. Oktatoként azonban rogton megfigyelhets, hogy Osszesen négy
fellilet egymdshoz csatlakoztatdsat lathatjuk: a hulldmzé hatdsért felel6s homlokzat mellett
egyszer(i, két gorbét Osszekoté vonalfelileteket is felfedezhetiink. Mivel ezen gorbékbdl
keletkeztek a felliletek, ezért az illesztés trivialisan adddott. A homlokzati rész transzlacids
felUletként allt el6. Ami igazan figyelemremélté ebben a példaban az az, hogy a hallgaté nem
csupan az adott felliletek paramétertartomanyainak helyes megvalasztasara figyelt, hanem mind
a négy felliletet szabad paraméterekkel latta el. Az igy kapott eredmény pedig egy minden izében
valtoztathatd felliletcsoport lett — ez a gondolkoddsméd az igazi kulcs ahhoz, hogy a
kés6bbiekben a hallgatd a parametrikus tervezésben ki tudjon teljesedni. Az épiilet fels6bb
szintjeihez tartozé néhany, kiilon kiemelt gérbe egyszer(inek tlinhet, de a paramétertartomanyok
megvalasztdsa szamoldsigényes; ez pedig a hallgaté valddi differencidlgeometriai fejlédésérdl
arulkodik — sikeresen elsajatitotta a kivant analitikus szemléletet.
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Parancssor:

1. dbra. Példa a paraméterek rugalmas vdltoztatdsdra 1

2-4. abra. Példa a paraméterek rugalmas vdltoztatdsdra 2

70 1

Ahogyan az alfejezet bevezet6jében emlitettlik, a projektekhez szamolasokat,
levezetéseket kellett csatolni — az aldbbiakban mintaképpen bemutatjuk a feladat
megoldasahoz benyujtott, igen alapos hattérszamitasokat.

i

5-8. dbra. Az el626 példahoz tartozo levezetések 1-4
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2.2. Példa a formaelemzési képesség fejlodésére

A masodik példadban a hallgatd egy, az interneten taldlt, képzeletbeli épliletegylttest probalt
rekonstrudlni. Bar maga az épllet nem létezik, annak tervez6je nem azonosithaté
egyértelmilen, azonban a hallgaté olyan nagy pontossaggal elemezte és alkotta Ujra az
éplletegyittest, hogy a 9. dbra jobb oldalan Iév6é eredményre kozelitve a Google Lens
felismeri az ihletet addé képet. (Az eredeti kép éjszakai korllmények kozott dbrazolja az
éplletet, amely megnehezitheti a felismerést.) A kapott eredményhez tartozott némi
szamolas, amelyet a hallgaté a fajljdhoz nem csatolt, igy azt nélkiilozve mutatjuk be a
feladatat. A végs6é format az Algebra ablakban jél lathatd futdé paraméterek adtak. Ez azt
jelenti, hogy a diak nagyon szépen el tudta kiloniteni a fellletek paramétertartomanyait és a
fellilet formadlasahoz sziikséges paramétereket. Komoly munkat igényelt a csavarodd formak
Osszeillesztése; itt — kis hibakkal, de nagyon otletesen — transzlaciés- és csavarfeliiletek
egylittesébdl allt el6 a végs6é alakzat. A két kozépsé toronyrész elemei egyszer(
forgasfelliletekként leirhatdk. Vegylik észre, hogy a hallgatd kifejezetten Ugyelt a
részletgazdagsagra, igy az egyszerd kor- vagy ellipszislapok sem maradtak ki a munkajabdl.
Osszegezve, ezt a projektet készit§ hallgatd nagyon tudatosan analizdlta egyetlen(!) kép
alapjan a latott épiiletet, ami meglehetGsen erds formaelemzési képességet igazol.

Fajl S Nézet s Ablak  Suge

A Db B e A @ L& N e

» Algebra ablak X |~ 3D-s nézet

n=10
o =50
x = 50 cos(u) — 50 4 1+ 3
f: y=0 0<u<o0.2
z = 50 sin(u) + 10
(

x=0

g: y=04cos(u) +1.2 } 0 < u<6.28
z = sin(u) + 1+ 7
x = 1.2 sin(u)

a: y=1.2cos(u) ¢ 3.14 <u < 628
z—u—m

9. dbra. Példa formaelemzésre 1

C 3

10-12. dbra. Példa formaelemzésre 2
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2.3. Példa a feliiletek csatlakoztatasara

A harmadik példa szép bizonyiték arra, hogy minddssze egyetlen féléves, 2+1 6rds tantarggyal
milyen erds differencidlgeometriai érzékenység fejlesztheté ki. A hallgatdé az egyik
parametrikus tervezéssel foglalkozé weboldalon lathatd modellt, mint feliiletet vette alapul
[4]. Az ott taldlhatd modell bels6 tolcsérszer(i része csupdn egy egyszerld hengerfeliilet. A
hallgatd azonban a projektfeladataban harom felliletet illesztett 6ssze Ugy, hogy a két belsé
felllet siman csatlakozik a kozos kor minden pontjdban, a kiilsé fellletnek periodikusan
szintén van kozos érintdsikja a koztes felllettel. Ahhoz, hogy a kivdnt modell ,,6sszedlljon”, a
didknak a forgasfelliletek esetében a merididn metszetek koz6s pontjaba huizhatd kozos
érinté egyenesére kellett figyelnie — a mellékelt szdmitasaiban ez a geometriai gondolat
tisztan megfigyelhetd. A kiilsd, hullamszer( részt két gérbére irhatd vonalfellletként irta fel.
Ez a felllettipus igen népszerd volt a beadott munkakban, ami épitészhallgaték esetében
érthetd. Itt is leirhaté az, mint az el6z6 két bemutatott projektfeladat esetén: a didk elemzé
l[atasmaddja erdteljesen fejl6dott, differencial- és térgeometriai ismeretei jelent6sen bdéviltek.
Meglep6 volt az az igény (és igényesség), ahogyan a hallgatd a fellletek sima
csatlakoztatdsara torekedett. Végil — a lehet6ségekhez képest — bemutatjuk a mellékelt
hattérszamitasokat és rajzokat:

Féajl Szerkesztés Nézet Beallitasok Eszkozdk Ablak Sugé

Rle bt edosNmd
£ bra ablak * |~ 3D-s nézet
=iy fiv I ACY D)y v v (v
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x =6.5 cos(t) }
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(1—v)+10 cos(u) +v:6.5 cos(u)
ec= ( (1 v)- 10 sin(u) + v 6.5 sin(u) )
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x =1.9 cos(t)
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el6z6 példdhoz

tartozo
levezetések 1-4
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3. Hallgatoi visszajelzések

A tantdrgyrol az elvégzését kovetSen a hallgatdk visszajelzést adhattak az Oktatdsi Hallgatdi
Véleményezése (késSbbiekben OHV) nevd, anonim, egyetemi szintl kérdGiv keretein belil. Itt
kiilon lehetett értékelni a tantargyat és az oktatdt is. A 21 hallgatdbdl 18 f6 vett rész aktivan
az 6rakon és a zarthelyiken, a kérdGivet 14 hallgaté toltotte ki. Arra a kérdésre, hogy ,, Ertékeld
az el6addst Gsszességében!” 1-t6l 6-ig lehetett szavazni; erre 14 db 6-o0s, 1 db 5-0s és 1 db 4-
es értékelés érkezett. A szoveges visszajelzési lehet&séggel nem éltek a hallgatok. Nagyjabol
fél évvel kés6bb egy 6nkéntes és szintén anonim kérddiv készilt, amely mar kifejezetten
tantargy specifikus kérdéseket tartalmazott. Erre a kérdGivre 10 f6 valaszolt, ami a 18 aktiv
hallgatonak éppen tobb, mint 50%-a. Ezen kérdGiv lényegesebb kérdései kozil elemeznénk
néhanyat. Az els6 kérdés a tanult témakordk hasznossagara vonatkozott. J6l sejtheté médon
a vonalfellletek témakoreit kedvelték a hallgatok. Meglepetés volt, hogy a bevezetd,
differencidlgeometriai alapokat targyald el6adast (Fellletek alapvet6 adatai: felliletek leirdsi
madjai, f6iranyok, fégorbiiletek, Gauss- és Minkowski-gorbiilet, fellileti pontok osztalyozasa,
f6bb felllettipusok rendszerezése) — annak kissé szaraz, elméleti jellege ellenére — a
valaszaddk 80%-a nagyon hasznosnak értékelte.

A kovetkez6 kérdések egyike a tantargy globalis hasznossdgara vonatkozott, egy masik
pedig a konkrét alkalmazhatdsdgra kérdezett ra. Ez két, nagyon szorosan 6sszefliggé kérdés. A
vdlaszok — szerencsére — hasznosnak itélték meg a tantargyat. Az eredményt némiképpen
torzitja az, hogy egy kotelez6en valaszthaté tantdrgyrdl van szé, amelyet f6ként az érdekl6d6
hallgaték vesznek fel. Az alkalmazhatdsdgra a hallgatok 60%-a adott 4-est az otfokozatu
skdlan: ebben az esetben a szoveges visszajelzésekre fékuszaltunk, hogy a késébbiekben a
tantargy jobban illeszkedjen a hallgatéi (és esetleges ipari/piaci) igényekhez. Az utolsd két,
nem kotelezé(!) kérdés szabadszavas valaszokra adott lehet8séget. Orémmel tapasztaltuk,
hogy az OHV-val szemben joval tobb szoveges valasz érkezett. A kdvetkez6kben valtoztatas
nélkul kdzoljik a kapott értékeléseket.

Ertékelje 1-t6l 5-ig, hogy mennyire talalta hasznosnak a tantargy iémakéreit! (1 - egyéltalan nem hasznos, 5 - nagyon hasznos)

s HN 1 EE: 3 ENs EE5

Jllaallal

Girbék alapvetd adatal Fellletek alapvetd adatai Mésodrendl fellletek ForgésfelUletek Transzlacids fellletek Wonalfellletek - Vonalfellletek - kifeithetd  Csavarmozgéssal kaphatd Fresform grbék és
torzfellletek fellletek fellletek fellletek

21. dbra. A témakérék hasznossdgdra vonatkozo vdlaszok

Bsszessdgében mennyire tartotta hasznosnak a tantérgyat? Mennyire tortia valdszintinek, hooy a szakma pdlyafutiss sorén alkalmazni fogia a tantéray
10 vdlasz hallgatdsa sordn elsajatitott tuddsat?

10 valasz

6

6 (B0%)

Q(D%) 0(0%) 0(0%) 0 0%
0 0
1 2 3 il 5 1 2

22. abra. A tantdrgy alkalmazhatdsdgdra vonatkozo valaszok
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A ,Van-e olyan témakaor, amelyrél szivesen hallott volna az 6rakon?” kérdésre adott valaszok:

e Arnyékszerkesztésekrél esetleg

e Atanultak alkalmazdsa a valésagban, relevans szoftverben, nem GeoGebraban.

e Szerintem j6 lenne, ha ezekhez a felliletekhez valamilyen mechanikai térformalasi dolgok
is lennének, nyilvdn ez nem a te feladatod, de jé lenne egy ilyen targy pluszban

e Esetleg a tartdszerkezetileg érdekes, fontos gorbék, feliiletek kicsit b6vebben, de ez nem
nagy hidnyossag

e A GeoGebra hasznalatardl részletesebben (pl. parametrikus tervezéshez csuszkak)

e JO lett volna tobbet tanulni a freeform gorbékrél.

e Rhinoban vagy Archicadben, hogy lehet hasznalni a tanultakat.

o Tartdszerkezeti 0sszefliggések - pl. nyomatékmentes héjszerkezetek kialakitasa

A ,Van-e barmilyen egyéb megjegyzése a tantdrggyal kapcsolatban?” kérdésre adott valaszok:

e Nagyon jé targy volt!

e Kicsit szaraz az elmélet része, a gyakorlati feladatok pedig nem elég motivaldak, ez
inkabb ilyen abris 3 targyként mikodik "csak".

e Szerintem tobb értelme lenne hasonldékat tanitani a geometriai modellezés (mostani
abris 2) targyon is hasonldkat tanitani, mint itt. Vagy legalabb érdekességnek ilyet
mutatni, mert akkor sokkal tobben hasznalndk fel az ilyen tudast a tanulmanyaik soran
(tervezésben) mint a hengeren egy levagott kip arnyékat perspektivaban.

e Eléggé elgondolkodtatdé volt, hogy milyen szép megoldasokkal lehet kilépni a
"kockaépuletek" vilagabdl. :)

e Szerintem, ha tobb épitészeti vonatkozast szeretnénk adni a targynak, akkor a rhino-
grasshopperben is dolgozhatunk. En azt szeretem.

e Jovolt.

e J6volt afelépitése, és hogy mindig voltak feladatok az érai anyag végén.

Megjegyezziik, hogy kotelez6en vdlaszthatéak olyan tantargyak, amelyek kizarélag a
Grasshopper/Rhinoceros programozasi nyelvvel és programmal foglalkoznak. Szintén vannak
haladé szint(i AutoCAD-et, illetve ArchiCAD-et hasznald tantargyak a hallgatok szamara. Ezért
néhany vdlasz esetén arra kovetkeztethetlink, hogy az adott hallgatd esetleg fellletesen
olvashatta el a tantargy leirasat, amely egyértelmdvé teszi, hogy a félév soran hagyomanyos
szamitasokat végziink és féként a GeoGebra programot hasznaljuk. A kapott valaszok néha
egymasnak teljesen ellentmondd kéréseket tartalmaznak, tovabba nem feltétleniil tetszett
mindenkinek a tantargy, de dsszességében elégedettséget mutatnak.

36



4. Konkluzio

Az Osszegzést a fejlesztési célokkal szeretnénk kezdeni, hiszen a tantargy természetesen még
tovabbra sem mondhaté véglegesnek. A hallgatéi (és kollégak altal adott) visszajelzések
alapjan a freeform felliletekre a késSbbiekben még tobb id6t szeretnénk forditani: a jelenlegi
két hét helyett akar harom hétig foglalkozni ezekkel a feliiletekkel, az elméleti részeket
esetleg mélyebben tdrgyalva és még tobb alkalmazasi lehet6séget megmutatva. A
szabadszavas vdlaszok pedig olyan irdnyba mutatnak, ahol felmerilhet egy, a
tartoszerkezetekkel foglalkozd kollégaval kozos tantargy lehet6sége. A legfontosabb
kovetkeztetés azonban az, hogy a tantargy elérte a céljat: érezhetd és erGteljes javuldst,
fejlédést tapasztalhattunk a hallgatdék differencidlgeometriai ismereteiben. Ez a tudas
rdadasul — a hallgatdi képességeknek is koszonhetéen — rugalmasan épilt be a
gondolkoddasmaddjukba: elegendd csupan a cikkben felhozott harom példdra gondolni, ahol az
egyik hallgaté egy valds, a masik egy képzeletbeli épliletet tudott rekonstrualni, a harmadik
pedig egy puszta makettet fejlesztett tovabb (ez utdbbi teljes mértékben
differencidlgeometriai elvek mentén). A kapott projektfeladatok sokszinlisége pedig
bizonyiték arra, hogy a hallgatdk geometriai/differencidlgeometriai szempontbdl nyitottabba
valtak, — 6ket idézve — , kiléptek a kockaépuletek vilagabdl”.
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Geometriai ismeretek szerepe a 3D modellezésben
PAPP Ildikd

Debreceni Egyetem, Informatikai Kar,
email: papp.ildiko@inf.unideb.hu

Absztrakt

Ahhoz, hogy egy virtualis kérnyezetben vagy valds gyartasi folyamatban 3D objektumok
megjelenhessenek, feltétlenll szikséges a kivanalmaknak megfelel6 digitdlis modell
elkészitése. Napjainkban sokféle igénynek és elvarasnak megfelel6 3D modellez6 alkalmazas
érhetd el, az oktatasban el6nyt élveznek azok, melyek ingyenesen elérhetGek. A praktikus és
rutinos haszndlathoz rendelkezni kell a megfelel6 geometriai ismeretekkel, és az éppen
hasznalt design alkalmazas modellezési eszkdzeinek ismeretével is. Felmeril a kérdés, hogy
hogyan tehetjik kdnnyebbé a tanulas folyamatat, milyen médon motivalhatjuk a hallgatdkat.
Tapasztalatokat és j6 gyakorlatokat mutatok be, Ugymint hogyan kapcsolhaté egy modellezési
feladat muzeumpedagdgiai foglalkozashoz vagy hogyan érhetiink el mi(ivészi hatdast
algoritmizalassal.

Kulcsszavak: 3D modellezés, geometriai ismeretek, tanuldsi folyamat, motivdcio, jo
gyakorlatok

Importance of geometric knowledge in 3D design process

Idikd Papp

University of Debrecen, Faculty of Informatics, Debrecen, Hungary,
email: papp.ildiko@inf.unideb.hu

Abstract

In order for 3D objects to appear in a virtual environment or in a real production process, it is
necessary to create a digital model that meets the requirements. Nowadays, many different
3D modelling applications are available that meet a wide variety of needs and expectations.
In education, priority is given to those that are freely available. To use an application
practically and routinely, it is necessary to have the appropriate geometrical knowledge and
practice in the modelling tools of the design application being used. The question arises
about how we can make the learning process easier and motivate the students. | will share
my experiences and some good practices, such as how a design task can be linked to a
museum pedagogic session or how to achieve artistic effects through algorithmic modelling.
Keywords: 3D modelling, geometrical knowledge, learning process, motivation, good
practices
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1. Bevezetés

Napjainkban elengedhetetlen, hogy a gyartdsi folyamatok vagy a virtudlis térben torténé
megjelenitések digitdlis alkototevékenység nélkiil valdsuljanak meg. A céloknak, igényeknek,
elvardsoknak mas-mas 3D modellez6 alkalmazds felelhet meg. A praktikus és rutinos
hasznalathoz nem elegendé az alkalmazas modellezési eszkézeinek ismerete, rendelkezni kell
a megfelel6 geometriai ismeretekkel is. Sajnos a geometria, térgeometria témakoére nem
tartozik a legnépszerlibb matematikai tertiletek kozé, ennek okai nemcsak a kevés raforditott
6raszamban keresenddk, hanem a megtanult ismeretek szinte sohasem kerilnek valds
kdrnyezetben valé alkalmazasra. Az informatikus hallgatok képzésében viszonylag késén
jelennek meg a komputergrafikai vagy 3D modellezési kurzusok, amelyen a fent emlitett
geometriai tudast mas alkalmazéi vagy algoritmizalasi kdrnyezetben igénylik. igy valéban
felmeriilhet a kérdés, hogy hogyan tehetjiik konnyebbé a tanulds folyamatat, milyen médon
motivdlhatjuk a hallgatdkat a geometriai ismereteik ismétlésére vagy mélyitésére. Nemcsak
hagyomanyos kurzusok soran taldlkozhatunk 3D modellezéssel, hanem a latvanyossaga miatt
témaja lehet szakkoroknek, palyaorientaciés napoknak, workshopoknak. Ezekhez kapcsoldéan
osztok meg tapasztalatokat és mutatok be jo gyakorlatokat.

2. Az oktatasban alkalmazhato modellez6 alkalmazasok

Az oktatdsi tevékenységem sordn féként informatikus — programtervezd informatikus BSc,
illetve informatikatandr szakos — hallgatéknak tartok bevezet6é 3D modellezés kurzusokat
szabadon valaszthaté vagy kotelez6en valaszthaté formdban. A 3D modellezés népszer( a
kozépiskolai palyaorientaciés napok, Digitdlis témahét, Lanyok napja, Kutaték éjszakaja
rendezvényeken, az Informatikai Kar altal szervezetett szakkérok és nyari taborok soran, de
voltak workshopjaink fesztivalkdrnyezetben (Campus fesztival, Science on Stage) is. igy a
résztvevik nagyon eltéré elGismeretekkel rendelkeznek, kiilonb6z6 korosztalyba tartoznak és
a motivacidjuk, kivancsisdguk is nagyban kiilonbozhet. Egy kurzus el6készitése soran kozel
azonos el6képzettségl hallgatéra szamitok, de itt a személyes motivacidk lehetnek nagyon
eltér6ek. Vannak, akik csak a kreditszerzésre koncentralnak, és csak a minimalis er6feszitésre
késziilnek, szdmukra is igyekszem érdekes feladatokat adni abban bizva, hogy felkeltem a
személyes motivacidjukat. Ugyanakkor vannak nagyon érdekl6dd hallgatdk is, akik hamar
képesek kozéphaladd vagy haladd szintre jutni egy kivalasztott modellezé alkalmazas
hasznalatdban. Alapvet6en a modellezési alapok megismerése a cél, amely folyamat soran
képességeket, készségeket (Ugymint problémamegoldas, részfolyamatokra vald bontas,
térlatas, algoritmizalas) szeretnék fejleszteni.

= a h O UI v

1. dbra. Néhdany ingyenesen elérhet63D modellezé alkalmazds logdja
balrdl jobba haladva: Blender, SketchUp, FreeCAD, Onshape, BlocksCAD, TinkerCAD,
OpenSCAD
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Egy rendezvény vagy workshop sordn nem all rendelkezésre tébb hdénapnyi id6, hogy
vezessem az Uton a résztvevGket. Ebben az esetben a megfelel§ témavalasztas és céliranyos
instrukcidk segithetnek. Napjainkban sokféle 3D modellez6, tervezd rendszer 4ll
rendelkezésre, melyek mas célteriiletre fékuszalnak, emiatt mas elveken mikodnek. Az 1.
abran néhany ingyenesen elérhetd, és az oktatasban praktikusan alkalmazhaté 3D alkalmazas
figyelemfelhivd logdja lathatd.

Az oktatasi intézmények az ingyenesen elérhetbket részesitik elényben. Ennek f6ként
gazdasagi okai vannak, az intézmények koltséget szeretnének megtakaritani, és nem varhaté
el a tanuldéktdl, hallgatoktél sem, hogy megvasdroljanak vagy el6fizessenek egy alkalmazasra
egy kurzus teljesitése érdekében. Az ingyenesen elérheté alkalmazasok, didkverzidk
alkalmasak a modellezési alapok elsajatitdsara, az elvek és mddszerek megismerésére és
gyakorldsara, ezen ismeretek konnyen alkalmazhatok mds hasonlé eleven miikodé
tervez@szoftverben is.

A mi tevékenységeink nem kot6dnek ipari alkalmazdsokhoz, mérnoki latdsmodot
igényl6 tudashoz, ugyanakkor nagyon hamar ad vizudlis visszacsatoldst. A mai egyetemi
hallgatok a Z-generdcidhoz tartoznak, akiket gyakran ”digitdlis bennsziil6ttekként” emlitenek;
a digitalis eszkozok és megoldasok koraban néttek fel, de valds kreativ tevékenységben
elmaradnak a kordbbi generacidktdl. Gyakran a 3D modellezés sordn taldlkoznak a méretek, a
valédi formak digitalizalt verzidit meghatarozé geometriai adatok fontossagaval, jelentésével.
Mar nem elegendé kimondani egy megtanult definiciét vagy tételt, hanem alkalmazni kell
tudni a sikeres munka érdekében. Errél részletesebben A 3D modellezéshez sziikséges
geometriai ismeretek szakaszban olvashatunk. Az ingyenesen elérhet6 alkalmazasok tobbféle
modellezési elvet kbvethetnek és kilonboz6 céllal készithet8k velik 3D modellek. A Blender
egy nyilt forraskédu, program, melyet f6ként animacids filmek, vizualis effektek, interaktiv 3D
alkalmazasok és vided jatékok létrehozasara ajanlanak. A SketchUp mar kozelebb all a
mérnoki tevékenységhez, széles kérben alkalmazhatd az épitészet, gépészet teriletén. 2D-s
rajzok konnyen formalhatok 3D modellekké. A FreeCAD és az Onshape parametrikus
modellez6 alkalmazasok mérnoki felhasznalasi teriletekkel. A modellalkotas folyamata sok
rokonsagot mutat az iparban nagy népszer(iségnek o6rvendd Solidworks és a Fusion360
rendszerekkel. A BlocksCAD egy felhGalapi modellezd program, amely a geometriaformakat
kdédokkal, kédblokkokkal irja le, ezaltal nemcsak a modellalkotds, hanem az algoritmikus
képességek is latvanyosan fejleszthet6k. A TinkerCAD és OpenSCAD alkalmazasokat
részletesebben mutatom be, mivel ezekhez kothetd j6 gyakorlatok az utolsé fejezetben
talalhatok.

2.1. TinkerCAD

A TinkerCAD [1] egy bongészGben futd 3D modellez6 alkalmazas, amely 2011 6ta érhet6 el,
jelenleg az Autodesk tulajdondban van. Az elmult id6szakban mind a kezel6feliilete, mind a
funkcionalitdsa tobb valtozason ment at. Szamos Uj funkcioval béviilt az alap modellalkotasi
lehet6ség: aramkori tervek is készithetdk, illetve kddblokk-alapd modellalkotds mellett mar
szimuldciéos modul is elérhet6. A felhasznaldk regisztracid utan ingyenesen elérhetnek
minden funkciét, a tandrok szamara lehet6ség van virtualis osztalytermek létrehozasara.
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A modellek és projektek a sajat fidkban tdrolédnak, de nyilvanossa tehet6k vagy
megoszthaték madsokkal, weboldalakba agyazhatdk; letoltésre csak 3D nyomtatdshoz és
lézervagashoz alkalmas formatumokban van lehet6ség. Nyitottsag tapasztalhaté az Ujabb
igények irdnyaba is, a kiterjesztett valdsaggal (AR) kiegészitett alkalmazas jelenleg még csak
az iPad-ekre érhetd el. Az alapnak tekinthet6 3D modellezd funkciot tekintve egy kdnnyen
atlathatd kezel6felllet jellemzi (2. dbra), melyben a galéridkba szervezett beépitett
alaptestekbdl (primitivekbél) a CSG (Constructive Solid Geometry) modellezést kovetve
Osszetettebb formdk hozhatdk Iétre. Ebben csak annyi korlatozast tapasztalhatunk, hogy két
forma metszete kozvetlenlil nem érhet6 el, ezzel kreativ megoldasokra Osztonzi a
felhaszndlokat. ElérhetSk paraméteres komponensek is akdr mdlvészi megolddsokhoz is, de
2D és 3D komponensek importalasaval még komplexebb tartalmak hozhatdk létre.

2.2, OpenSCAD

Az OpenSCAD [5] egy szilardtestek létrehozdsara alkalmas CAD szoftver, amely elérhetd
Windows, Linux és Mac OS rendszerekhez. A szokdsos, un. vizudlis tervezési folyamattal
szemben ez egy sajat leird nyelvet hasznalé szkript-alapu modellezd, amely a Iétrehozott
formakat megjeleniti a 3D nézetben. A modellgeneraldas alapjat geometriai primitivek
(gbmbok, hengerek, téglatestek stb.), az azokon alkalmazott transzformacidk (eltolas,
forgatas, skaldzas stb.) és egyéb miveletek (példaul metszések, kilonbségek, burkolégorbe-
kombinaciok és Minkowski-Osszegek) alkotjak. Teljes mértékben alkalmazhaték a CSG
modellezés alapelvei, melyek importalt komponensekre vonatkoztatva is miikdodnek. A
kezeldfellilet egy osztott képernyd a kodirdsra alkalmas szerkeszt6ablakkal, a 3D elénézeti,
valamint a visszajelzések megjelenitésére alkalmas Console ablakkal (3. dbra).
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2. dbra. A TinkerCAD alkalmazds szerkesztéfeliilete
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A 3D nézetben a modell pozicidja (nagyitdsa, elforgatasa), mas 3D modellezé
programokhoz hasonldan, egérrel interaktivan manipuldlhaté, de ezek nem jelentenek
madositast a generalt modellen, csak annak az megjelenitésére vannak hatdssal. Igazan
lényeges valtoztatdsok a formakra, azok feliiletének simitdsara, a kamera pozicidjanak
rogzitésére vonatkozoan csak a kodban torténd valtoztatasokkal érheték el.

2.3. Hogyan valasszunk modellez6é programot?

A 3D nyomtatds és modellezés kurzusunkban torekszink kilonféle modellezési technikat
bemutatni és a feladatvalasztdsokkal igyekszlink megtapasztaltatni azok el6nyeit, hatranyait
vagy korlatait is. Els6 modellez6ként a TinkerCAD-et valasztottuk, amely nagyon hamar ad
sikerélményt, de kissé korldtozott eszkoztarral rendelkezik. Ennek el6nye, hogy a felhasznald
kénytelen a matematikai ismereteit kreativan alkalmazni. A kurzusokon tul jé valasztas lehet
szakkorokon, nyari taborban, palyaorientacids napokon, tudomanynépszerdsités soran.
Megfelel6 feladat-valasztassal vagy témakor kijeloléssel eredményesen haszndlhaté
kiilonb6z6 el6képzettségli, korosztalyu résztvevikkel is. Az OpenSCAD-et f6ként olyan
eseményeken hasznaljuk, amikor programozasban jaratos résztvev6kre szamitunk. A
szkriptek megirasa mar feltételez algoritmizaldsi képességet és tapasztalatot, ugyanakkor
egyszer(ibb, de latvanyos kdédok alkalmasak lehetnek az érdekl6dés felkeltésére. A sajat
tapasztalataim alapjan, egy modellez6 program kivalasztasa soran érdemes tébb szempontot
figyelembe venni. Fontos, hogy illeszkedjen az esemény (rendezvény, oktatasi tevékenység)
céljdhoz, annak jellegéhez (gyakorlat vagy csak bemutatd); vegyik figyelembe, hogy a
résztvev6k mely korosztdlyba tartoznak, milyen el6képzettséggel rendelkeznek. A
valasztasunkat befolydsolja még, hogy alkalmas legyen az adott feladat megoldasara, vagy
egy Uj témakor, tananyag bevezetésére, de akdr ramutathatunk bizonyos hatranyokra,
korlatokra is.

2 logo.scad - OpenSCAD - [u] X

File Edit Design View Window Help
Editor x

d - Basic example of module, a~

top-level variable and $fn usage

2

3 Logo (50);

5 // The 5fn parameter will influence all objects 3 90
inside tI e CT

instant
7 Bmodule

g hole = size/2;
10 cylinderHeight = size * 1.25;

12 e object (sphere) and three 2
(cylinders) A
133 L><
1€ cylinder (d=hole, h=cylinderHeight, 2 '»’ @ QeaQH s bed g8
center=true) ;
17 // The "#' operator highlights the object Es;;ule ETREn X
. . : version = 1, ~
4 #rotate([90, 0, 0]) cylinder(d=hole, < || compiling design (CSG Products generation)...
h=cylinderHeight, center=true); Geometries in cache: 2
19 rotate ([0, 90, 0]) cylinder(d=hole, h= g ||Geomety cache szen bytes: 725104

CGAL Polyhedrons in cache: 0

cylinderHeight, center=true); CGAL cache size in bytes: 0

20 | } Compiling design (CSG Products normalization)...

: Compiling highlights (1 CSG Trees)...

21 |1 Normalized tree has 4 elementst

22 L Compile and preview finished.

oo . . Total rendering tme: 0:00:00.100

23 echo(version=version()): v v

Viewport: translate = [ -1.22 1.53 2.72 ], rotate = [ 55.00 0.00 25.00 ], distance = 172.84, fov = 22.50 (551x494) 0OpensCAD 2021.01

3. dbra. Az OpenSCAD alkalmazds szerkesztéfeliilete a renderelt modellel és Console ablakkal.
A modell az OpenSCAD logdja
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3. A 3D modellezéshez sziikséges geometriai ismeretek

Ahogy korabban utaltam ra, a geometriai témakorok nem tulsagosan népszerliek az
informatikus hallgaték kérében. Ugyanakkor a 3D modellezés témakdre megkivan alapveté
ismereteket, kiilondsen, ha egy Osszetettebb format a hallgatonak o©nalléan kellene
komponensekre bontania és felismernie a részek kézotti viszonyokat. Mindenképpen fontos,
hogy ezekre az Osszefliggésekre felhivjuk a figyelmet, egy tévesen felismert helyzetet
pontositsunk. De ebben tudnunk kell, hogy milyen el6ismeretekkel rendelkeznek a hallgatdk,
vagy az esemény résztvevdi. Altalanossagban elvarhatd, hogy az alapvetd térbeli geometriai
formak (kocka, téglatest, hasab, gula, henger, kip, gomb, térusz) és meghatarozé adataik
felismerhet6ek legyenek, és a hasonldsagok vagy a kozottlik |évé kilonbségek
megfogalmazhatdk legyenek. Ravilagithatunk az altalanositasi lehet6ségekre olyan
kérdésekkel, hogy "Hogyan kaphatunk hasdabbdl hengert? " vagy "Hogyan kaphatunk guldbdl
kupot?". A TinkerCAD-ben egy paraméter szabdlyozza a gula oldallapjainak a szdmat, de
hasonld tulajdonsag fedezhetd fel a kip megjelenitését befolyasolé paraméter esetében is
(4. dbra). Megfogalmazhatd a feliiletfinomitds szabalya: a kdp abrazoldsa akkor a legjobb, ha
minél tobb, kisebb terlleti hdromszoglappal kozelitjiik azt, azaz a kudp a guldk
tovabbfinomitott verzidja.

IYYY Y

4. dbra. Guldk és kupok dbrdzoldsa TinkerCAD-ben.
A kup nem mds, mint egy egyre tébb oldallappal megjelenitett gula
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5. dbra. A kup alaptest paraméterezési lehetéségei TinkerCAD-ben
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A kup alaptest felfedezésével nemcsak a guldkhoz kéthetd kapcsolatok fogalmazhatdk
meg, hanem a hengerhez vagy a csonkakiphoz vald hasonlésag is (5. dbra). Ehhez azonban
tisztaban kell lennilink az alaptesteket meghatdrozé geometriai adatokkal és azzal is, hogy
ezek kozil melyeket tudunk direkt és indirekt modon valtoztatni az adott modellezé
alkalmazdsban. Modellezés sordn szinte biztosan sziikség van valamilyen geometriai
transzformacid végrehajtasara, ugymint skalazas (atméretezés), mozgatas, forgatas, tlikrozés.
Ezek hatdsa és gyakorlati haszna azonnali visszacsatolast ad anélkiil, hogy vissza kellene
idézni a kozépiskolaban megismert szerkesztési lépéseket. Csak a transzformaciok eredménye
lesz lényeges a modellépités szempontjabdl.

A mar emlitett CSG modellezés kapcsolddast tesz lehetévé a halmazelméletben
hasznalt egyesités, kiilonbség, metszet mlveletek és geometriai alkalmazhatdsag kozott. Erre
példaként emlithetjiik az ismert dobdkocka formajat, amely egy jol pozicionalt kocka és gomb
metszete (6. dbra). A TinkerCAD-ben nem érheté el kozvetlenlil a metszetképzés, igy a
program arra kényszeriti a felhaszndldt, hogy az unid és kilonbség felhasznalasaval
dolgozzon. Els6 lépésben arra szoktam kérni a hallgatdkat, hogy allitsdk el6 a két forma
unidjat, és a kulonbségeket mindkét verzidban. Ekkor szoktdk észrevenni, felfedezni vagy
éppen Ujra felfedezni a halmazelméleti szabdlyt. Lathatd, hogy alkalmasan jol vélasztott
feladat, modellezési tevékenység kapcsolddast tud teremteni a korabban tanult ismeretek
irdnydba, és kothet6 valds targyak formajanak felfedezéséhez is. Nem allitom, hogy
megszeretik, ezdltal a hallgaték a geometriat, de nyitottabba vélnak. Kutatast nem végeztem,
de a tapasztalataim azt mutatjdk, hogy érdemes keriilni, hogy a modellezés soran direkt
modon geometridt tanitsunk. Helyette érdekes feladatot valasztok és hagyom, hogy a
hallgatok maguk fedezzék fel azt.

6. dbra. Egy dobdkocka formdjanak elédllitasi Iépései TinkerCAD-ben
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4. )6 gyakorlatok

Ebben a fejezetben olyan példakat mutatok be, melyekrél azt lattam, hogy motivaldéan
hatottak a résztvevdkre vagy egy kurzus keretében a hallgatékra.

4.1. Modellezési feladatok fiatalabb korosztalynak

A tapasztalataim alapjan a személyessé tett feladatok izgalmasak a résztvev6k szdmdra. A
TinkerCAD-ben elérhetd egy olyan funkcid, mellyel egy svg formatumban tarolt egyszerlbb
rajz (logd, vonalas dbra vagy akar grafika) importalas utan egy kihuzassal készilt 3D-s tombbé
alakithatoé. Ezzel a felhaszndlo ki tud torni a hagyomdnyos geometriai formdk adta szoritasbdl
és a szamara fontos, kedvelt formakat illesztheti be a modell részévé. llyen modellezési
feladat lehet az 7. abran lathatd egyedi rajz alapjan modellezett kulcstartd [2] vagy akar egy
fesztivdlkdrnyezetben is gyorsan elkészithet6 buborékfujé [6]. Az emlitett modellek
nyomtatasi ideje viszonylag rovid, igy rendezvény (nyilt nap, fesztival, nyari tabor) ideje alatt
kinyomtathatok lesznek, igy a tervezés teljes folyamata bemutathatéva valik.

4.2. Modellezési feladatok tapasztaltabb résztvevéknek

Tobb 3D nyomtatdssal kapcsolatos ismeret alkalmazhatd egyedi puzzle-k készitése soran. A
sikbeli kirakdk esetében nem elegend6é a formak szétdaraboldsa, hanem tartani egy
megfelel6 hézagot a modellezett elemek koz6tt ahhoz, hogy a 3D nyomtatds utan azok
valéban 6sszeépithet6k legyenek. Ehhez ismerni kell az egyenletes szélességl vagdelemek
modellezési praktikdit, majd azokat megfelelé poziciokba helyezve jott |étre az 8. dbran
lathato sikbeli puzzle.

7. dbra. TinkerCAD-ben készithet6 egyszer(i modellek [2,6]
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A 3D kirakok esetében is hasonld ismeretekre van sziikség, melyekkel biztosithatoé az
elemek 0Osszeépithetfsége; a hézagok szélessége és mélysége befolyasolja, hogy a végsé
Osszeadllitott format (9. dbra).

A 3D nyomtatds és a hozzd kapcsolédd tervezés kilonleges, a mozgathatdsdg
lehet8ségét biztositd modellek készitésére is alkalmas. A szakirodalom Print in place
modelleknek nevezi azokat a tobb alkotéelembdl allé6 3D terveket, melyek egyetlen
nyomtatdsi folyamatban késziilnek el és a mozgathatdsagot a komponensek kozé tervezett
megfelel6 hézagok biztositjak. Tobbféle porgethetd (10. abra), forgathatd, zsanéros kialakitas
képzelhetd el, melyek izgalmas kihivast jelentenek a haladé modellez6k szamara.

8. dbra. Egyenletes vastagsdgu vdgoelemekkel készitett smile formdju TinkerCAD-ben késziilt
kirako (2017)

9. dbra. TinkerCAD-ben késziilt 3D puzzle (2022)
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4.3. Személyes kot6dés és érzékenyités, mint motivacio

Ha a modellezd program hasznalatdban mar tapasztalattal rendelkeziink, akkor a személyes
érdeklédési korokhodz, a hétkéznapi munkdahoz vagy tarsadalmi szerepvallalasokhoz
kapcsoléddan a motivacié fenntarthatd és a célcsoportok visszajelzései alapjan sikerélményt
jelent. Napjainkra megvaltoztak a muzeumokkal kapcsolatos latogatdi elvarasok, melyekre
természetesen a muzeoldgia iranyelvei reflektaltak. A 21. szdzad muzeumaban olyan
interaktiv kiallitasra van sziikség, amelyben egyre nagyobb szerepet kap a digitalizacié és a
l[atogatok valamilyen kreativ tevékenység segitségével fogadjdk be az Uj ismereteket. Erre
l[athatunk példat a 11. dbrdn, ahol egy kivalasztott ml(itargy digitdlis masolatat lehet
elkésziteni modellezéssel, vagyis a rendelkezésre allé formakbdl kell megalkotni egy hasonld
alakzatot, melyet kinyomtatva tulajdonképpen egyedi szuvenir valthat bel6le vagy akar egy
muzeumi jatszohazban lehet kellék. A 3D modellezési tuddas alkalmas lehet érzékenyitésre:
arra, hogy jobban meglassuk valamilyen fogyatékossaggal él6 csoport mindennapos
nehézségeit, problémait, és megoldast taldljunk néhdany specialis kérésiikre. Legyen az a
feladat, hogy latassériiltek szdmdra készitsiink olyan domindkészletet, amelyen a jelek
kitapinthatdk (12. dbra). Ugyanez fejlesztGeszkozként a szenzoros érzékelés fejlesztésében is
hasznos lehet egy masik célcsoport szamara [4].

10. dbra. Forgathatd kézepli biléta modellje. A szeletelés sordn visszabontott modellen jol
Idthatd a keret és a kbzéps6 komponens kéz6tti hézag, amely a porgethetdséget biztositja
(2023)

11. dbra. Neolit korbdl szarmazd keradmiaedényke és a 3D nyomtatdssal készitett mdsolata
(2021)
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4.4. Kod alapu modellezés

Egy modell készitése sordan mondatszerlen le lehet irni egy komponens formajat és
megjelenését. Ekkor a méretére, egyéb geometriai adatara vonatkozé informaciék, mint
attributumok jelennek meg. Hasonld igaz a megjelenésére vonatkozdan is. Eppen ez hivta
életre a kéd- vagy kodblokkalapi modellezési keretrendszereket. Az informatikus hallgaték
esetében az algoritmizalas ilyen mddon torténd alkalmazdsa kifejezetten motivald lehet. A
modellek minden geometriai adata pontosan szabalyozhatd a paraméterek altal, sziikség
esetén hasonld formavilaggal rendelkezd modellcsaladok generalhatdk. Napjainkban szamos
terlileten elterjedt a parametrikus modellezés nemcsak mlivészeti téren, hanem mérnoki
vagy épitészeti alkalmazdsokban is.

e =@
B * Y
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12. dbra. Szenzoros domind a tervezés sordn és a 3D nyomtatott vdltozata [4]

Create New Object object0 ~

Create Variable minRadius - (@)
Create Variable sheilThk - (@)

Create Variable

Create Variable

Create Variable ~percentOfSphere - (€B)

Create Variable maxRadius ~  minRadius  +~

*~ gapThk +- shellfhk Steps €D

*- gaplhk +<- shellThk -~ shellThk Steps @

- @ L maRadus H maxRadius *~ @ edge Q@) Edge Steps @D
percentOfSphere  /~ @) *-  maxRadivs z @)
AddD @ < w maadus - @ L maxads H makadus - @ edoe @ Eoe Steps @D

Move: X Q) Y maxRadius /- @) -~  percentOfSphere /- @I ‘- maxRadius z Q)

Create Group ® .

13. dbra. A TinkerCAD Codebkocks-ban modellezett giroszkdp kodja, megjelenitése és 3D
nyomtatott mikédd példdanyok [3]
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A TinkerCAD-ben kilon funkcidként érheté el a Codeblocks funkcidé, melyben az
elemeket leir6 blokkok konnyen atszervezhetSk, ciklusba szervezhetSk, kilon
komponensként menthet6k a késébbi ismételt hasznalathoz. A Codeblocks-ban Iétrahozott
elemek leirdsahoz valtozok definidlhatdok, melyekkel kdnnyen kikerllhet6k a vizualis tervezés
soran tapasztalhatd nehézségek. A Print in place modellek hézagoldsara vonatkozd feltételek
kdnnyebben szabdlyozhatdk, mint ahogy azt a 13. abran lathatd giroszkdp példaban is
[athatjuk. Itt nemcsak a gy(irtk kozotti hézag, hanem a gy(ir(ik szdma is paraméter altal van
szabalyozva, maguk a gylriformak pedig gombovekként vannak elGallitva [3]. Az épitett
orokségiink részei tokéletes Codeblocks projektek lehetnek. A rézsaablakok motivumai
forgasszimmetriat mutatnak, és meg kell taldlni azokat a geometriai jellemz&ket, melyekkel
lemasolhaté egy ilyen rozetta minta. Meg kell keresni az ismétl6d6 elemeket, felépiteni azok
formajat és leirni azt, hogy milyen forgatasokkal masolhaték ezek tovabb (14. dbra). A valédi
kdd-alapu modellezéssel a 2. fejezetben emlitett OpenSCAD-ben talalkozhatunk. A 15. dbran
l[athaté koddal generalt mandala sok hasonldésdagot mutat a feni rézsaablak modelljével, de
egészen mas elven készilt. A mandala mérete, a forgatandd poligonok oldalainak vagy akar a
masolatoknak a szama vdltozék altal van szabdlyozva, de szerepet kap a véletlenszam
generator is [7]. Ennek eredményeként minden renderelésben egy ujabb format kapunk,
melyeket 3D akdr poharalatétként, akar sablonként vagy dekoraciés elemként hasznalhatunk.

4.5. Shapes of Valencia

A Debreceni Egyetem konzorciumi partnerként vett részt az INNOSID (/nnovative Solutions
based on Emerging Technologies for Improving Social Inclusion of People with Disabilities)
ERASMUS+ KA203-s projektben [9]. A négyéves munka célkit(izése a fogyatékkal él6k
tarsadalmi befogadasanak javitdsara irdnyulé olyan innovativ megoldasok keresése, melyek a
feltorekvd technoldgiakon alapulnak. Ez jelenthetett oktatast vagy életvitelt segit6 alkalmazas
fejlesztését is, de olyan lehet8ségek feltarasat is, melybe a fogyatékossaggal él6k
bekapcsolédhatnak, akar munkat is vallalhatnak.

14. abra. Az eredeti és a TinkerCAD Codebkocks-ban modellezett rozsaablak
Valvisciolo Abbey, Lazio, Olaszorszdg. Forrds: https.//www.instructables.com/Coding-the-

Heritage-Rose-Window-of-Valvisciolo-Abb/ [8]
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A 3D technolégidkban (3D modellezés és nyomtatdsban) lattunk ilyen lehetGséget. A
projekt futdsa alatt tobb, egyetemi hallgatok bevonasaval megvaldsult blended mobility
id&szak volt, amely az online végzett csoportmunka utan valds workshop-pal zarult. llyen volt
a 2022 madjusaban, Valencidban megrendezett INNOSID Hackathon, melynek egy napja a
Shapes of Valencia cim( workshop volt. Maga a varos tokéletes helyszine egy geometriai
felfedezd kirdnduldsnak is, a City of Arts varosrész kreativ épitészeti megolddasokkal, latvanyos
dekoracios elemekkel igazi 3D modellezési feladattar lehet. A workshop soran ezekbdl
valogattunk, és egy modellezési alapok bevezetés utdn a hallgatdk feladatként azt kaptak,
hogy készitsék el a fotdkon lathaté formdk modelljét OpenSCAD-ben. Mivel a résztvevik
mindannyian informatikushallgatok voltak, igy nem volt irredlis a kddalapu modellezési
tevékenység.

A 16. abran lathaté diszitéelem a varos tobb pontjan is lathatd. A dekoracidés elem
gomb alatti talapzata hengerfelliletek &altal hatarolt, melynek a felismerése segitséget
igényelt. Az elforgatott helyzetben |év6 hengerekkel torténd vagdsok, mint boolean
mUveletek mar nem okoztak gondot.

A 17. abra hidkorlat elemeinél fel kellett ismerni, hogy vagy hengerek és csonkakupok
Osszeillesztésével, vagy egy profil forgatasaval allithatdk el6. Ha egy komponens elkésziilt,
akkor sorba rendezve az 6sszekoté elemekkel kész volt a hidkorlat. A feladat a csapatok
szamdara még nem ért véget a modellezéssel. Arra kértik a résztvevéket, hogy a kdvetkezé
napokban keressék meg a feladataikban szerepl6 épileteket vagy épitészeti elemeket.
Mindkét fentebb emlitett elemet a Turia folyd kornyékén taldlhattdk meg, a dekordciés elem

a folyd hosszaban |évé korlaton taldlhatd, mig a korlat a Turia folydn ativelS Puente del Angel
Custodio hid korlatja.

Fie 61 Devion Vew Widow Welo
Eonor

o =

naneg IR ad

e

15. dbra. OpenSCAD-ben irt mandalagenerdtor [7] és egy 3D nyomtatott mandala (2024)
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5. Osszefoglalas

A 3D modellezés sokak szdmdra vonzd tevékenység, és ha van lehet6ség a modellek 3D
nyomtatasara, akkor az tovabbi motivaciét jelent. Ahhoz, hogy a modellekkel szemben
tdmasztott feltételek minél jobban betarthatdk legyenek, geometriai, térgeometriai tudas is
szlikséges, nem csak a modellez6 program felhaszndloi felliletének ismerete. Az alaptanterv
és az érettségi kovetelmények valtozdsai sajnos nem kedveztek a geometriai ismeretek
elmélyitésének. A 3D modellezés tokéletes eszkdz arra, hogy a geometriai tudas, gyakorlasra
keriljon, l1athatd legyen azok valddi haszna a felszin vagy térfogatszamitdson tul is. Egyetemi
kurzus vagy workshop keretében felhivhatjuk a figyelmet bizonyos modellezési alapelvekre,
technikdkra és modszerekre. A témavalasztas is fontos, meg kell felelnie az éppen hasznalt
modellez6 program funkcionalitasanak is, de hallgaték, résztvev6k szdmadra kellGen
figyelemfelkeltének és motivaldnak kell lennie. A direkt geometria tanitas keriilendé a 3D
modellezés soran. A résztvev6knek aktivan kell felfedezni a feladatban |év6 geometriai
hatteret, a szlikséges ismereteket egylittesen kell 6sszegezni, a hidnyossagokat poétolni. A tul
sok, fel nem hasznalt informaciot inkabb teherként érezhetik, felidézve a korabbi rossz
tapasztalatokat, élményeket. A motivacié felkeltése és megtartdsa fontos a modellezés
folyamatdban. Minden korosztaly szamdra talalhatunk olyan feladatot, amely személyessé
tehet6 vagy a formdja vagy a felirata vagy mintazata segitségével. Ha pedig arra is van
lehet&ség, hogy 3D nyomtatas utan ezt hazavihessék, akkor mar a nyomtatas elkészitésébe is
bevonhatdk lesznek. Gyakorlott modellezé tudassal a 3D nyomtathatésag , Szent Graljaként”
emlegetett, tobb komponensbdl allé Print in place modellek is készithet6k. Az emlitett
modellezési tuddson tul segitenek a témavdlasztasok, amelyek akar egy Unnepkorhoz,
rendezvényhez, kampanyhoz, hobbihoz vagy akdr a résztvevék foglalkozasahoz kapcsoldédnak.
Példaként egy muzeumpedagdgiai foglalkozast emlitettem, melyben 3D nyomtathaté replika
készitése volt a feladat. Sokak szamara lehet fontos az érzékenyités, tarsadalmi befogadas
erGsitése, fogyatékossdggal él6k segitése tevékenységek vagy termékek altal. Az
algoritmizdlasban jaratos résztvevék szivesen nyitnak a kdd-alapu modellezés iranyaba.
Kutatdomunkaval vagy mas tevékenységgel (példdul a ma divatos kincskereséssel)
Osszekapcsolt, esetleg egyéb interdiszciplinaris kornyezetbe illesztett workshopok,
foglalkozasok segithetnek a digitdlis és a valds tevékenység Osszekapcsolasaval komplexebb
élményt nyujtani.
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16. dbra. OpenSCAD-ben készitett modell egy 17. dbra. OpenSCAD-ben készitett modell
dekordcids elemrél egy hidkorldt elemérél
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Absztrakt

A korszer( tervezési folyamat fontos eleme a digitalis tervezés, melynek segitségével egyfel6l
a virtudlis térben testet Olt a termék, masfel6l a megmunkdlds szdmdra szolgaltat
szerszampalyat, megmunkalasi instrukcidkat. Az egész folyamat alapja a klasszikus geometriai
szerkesztés, mely soran dokumentdcié formdjaban rogzitjik elgondoldsainkat, megalkotjuk a
konstrukciét. A tanulmdny a moddszeres terméktervezés és a megmunkdlas folyamatat
mutatja be a faalapu lemezek |ézeres megmunkdlasanak teriletén, 6sszefoglalva és kiemelve
a geometria jelent6ségét és felhasznalasi lehetéségeit. Elemzi a geometriai szerkesztés
figyelembe veend6 szempontjait, mddszereit, elényeit és hatranyait a megmunkalassal
Osszefliggésben.

Kulcsszavak: geometria, megmunkdlds, lézer, miiszaki tervezés

Geometry-based wood machining through a laser cutting example
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Abstract

An important element of the modern design process is digital design, which on the one hand
embodies the product in virtual space, and on the other hand provides toolpaths and
machining instructions for machining. The whole process is based on classical geometric
construction, where we document our ideas and create the design. This paper presents the
systematic product design and machining process in the field of laser machining of wood-
based panels, summarising and highlighting the importance and potential applications of
geometry. It analyses the aspects, methods, advantages and disadvantages of geometric
design to be considered in the context of machining.

Keywords: geometry, machining, laser, technical design
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1. Bevezetés

A XIX. szdzad eleje 6ta a leiré geometria és a szabadkézi rajz fontos eszkdze a tudomanyos
mérnoki munkdnak [1], mely ma mar kiegészil a digitalis rajzi megoldasok rendszerével és
lehet6ségeivel. Az dbrazolads manapsdg nem csak a megértés és a megértetés eszkdze, hanem
a gyartds, az alapanyag megmunkaldsanak is fontos alapja, eszkdze. Az elkészitett digitalis
rajzok szerszampalydkkd alakithaték, mivel a geometriai informacié mellett sziikség esetén
tovdbbi paraméterek is rogzithet6k az dllomanyban. A korszer( rendszereknek kdszonhetéen
a szabdlyos és szarmaztatott alakzatok mellett kézi rajzot, szabadvonalas dbrdzolast, 6sszetett
geometridkat (1. abra) is hasznalhatunk alapként. A kovetkez6kben hétkdznapi termék
tervezésén és legyartdsan keresztll szemléltetjiik a folyamatot, megjeldlve a geometria
fontosabb alkalmazasi terileteit, jelentGségét. A gydrtashoz szamitdgéppel vezérelt 1ézeres
vagoéberendezést (ILS.9.15D) hasznaltunk. Az alkalmazott rendszer rugalmassdga alkalmassa
teszi [3] a matematikailag definidlt gorbék alapjan torténé megmunkaldsokra. A berendezés
széndioxid alapu gazlézer, mely a két sugarforrdsbdl szarmazo nyaldbok egyesitésével éri el a
150 W-os vagoteljesitményt, a megmunkalasok sordn 2”-os lencsével fokuszaltuk a fényt.

2. Mddszertan

A szakirodalom és a mddszeres terméktervezés hagyomdnyai szerint a tervezési folyamat
fébb |épései a feladat-meghatdrozas, kovetelmények Osszegyljtése, a funkcidk
meghatdrozasa, a termék anyagi és geometriai megtervezése, gyartastechnoldgia kialakitdsa,
valamint a termékdokumentdcié elkészitése [2]. Termékeink célja a vevéi igények kielégitése,
oly mdédon, hogy a felmerilt igényeket a termék hordozta funkcidval elégitjik ki. Els6
tervezési |épés a feladat meghatdrozasa, azaz tisztazni kell a legfontosabb elérendd célokat.
Ekkor még nem feltétleniil jelenik meg a tervez6 fejében a végsé megoldds, konstrukcid,
forma vagy kialakitas, de tanulmanyai, ismeretei és intuiciéjanak koszonhetben kirajzolédik
valamiféle elképzelés. A kovetelmények Osszegy(ijtése soran oOsszeallitiuk a felmerilt
elvardsokat, melyeknek a végeredményben teljesilnitiik kell. llyen elvdras vonatkozhat
példaul a felhaszndlt anyagra, az alkalmazandé technoldgiara, a biztonsagos hasznalatra, a
koltségekre, vagy éppen a geometridra. Ebben az esetben a geometria alatt tobbek kozott a
termék dimenzidit, elrendezését, helyigényét értjiik [2]. A kovetelmények Osszegylijtése,
rangsoroldsa és sulyozasa utdan meg kell hatdrozni a funkcidékat, melyeket a termék, mint
funkciéhordozé fog magan hordozni.

1. dbra. Osszetett dbra
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Ezen funkcidrendszerre alapozva alkotjuk meg tobb Iépcsében, az optimalis megoldast
keresve a termékkoncepciot, mely a termék anyagi és geometriai kialakitasat jelenti. A végsé
koncepcid megtalalasa utan technoldgiai tervezés, valamint a szikséges dokumentacid
elkésztése kovetkezik. A dokumentdcidé sok mas elem mellet a sziikséges rajzi egységeket is
tartalmazza. A rajzokon a termék geometriai jellemzGit pontosan jeldlik, igy biztositva, hogy a
gyartas soran a termék a tervezett formaban és méretben késziljon el. A rajzi elemek
elkészitésében mar egytdl egyik komoly szerepet kap a geometria, a klasszikus szerkesztés
folyamata. A digitdlis tervezési kornyezetben a geometriai modellek rugalmassaga lehetévé
teszi azok tobbszori modositdsat és Ujrafelhasznaldsat. Ennek kovetkeztében a tervezési
folyamat kezdeti fazisdban készitett rajzoknak fokozott jelentfsége van. A tervez6nek mar az
els6 vazlatok elkészitésekor is kiemelt figyelmet kell forditania az egyes geometriai elemekre,
azok ardnyaira és kolcsonhatasaira. Tudatos tervezés elengedhetetlen a végsé termék
minGségének biztositdsdhoz. A mlszaki rajzok (2. abra) a termék alapvets szerkesztett képét
mutatjdk, rogzitve a fontosabb és gydrtashoz sziikséges méretekkel. A szamitdgépes
hattérnek kdszonhetGen bizonyos részek méretezésére mart nincs sziikség, hiszen a digitalis
allomany tartalmazza a megmunkaldshoz sziikséges geometriai paramétereket, igy példaul a
2. dbran lathato grafikai elemek méreteit, ardnyait.

A targyak megalkotdsa, megszerkesztése koveti a klasszikus geometriai szerkesztés
mdveleteit. MerGlegest, parhuzamost, érintét szerkesztliink, szogfelez6ket, illetve
felez6merdlegeseket alkotunk. Ezek lehetnek szerkesztési segédelemek, illetve a végsé forma
alkoté elemei is. A méretezés nélkili megszerkesztett dbra (3. dbra) a tovabbi lézeres
megmunkalas alapja lehet.

A lézeres megmunkalas (4. abra) faalapu lemezek esetében is harom mdveletet
jelenthet (5. abra). A kijelolt geometridn egyszer athaladva, s ha a gerjesztett kozeg altal
kibocsajtott fénynyalab kell6en erds és képes teljes keresztmetszetében athatolni az anyagon,
akkor vagasrdl beszéliink. Kisebb teljesitmény esetén, mikor nem vagjuk at teljesen, akkor
jelolésrél beszéliink. Adott feliilet megmunkalasa esetén gravirozasrdl van szé. Ezen harom
miveleti lehetGséget természetesen kombindlhatjuk, igy kilonb6z6 6sszetett eredményeket
érhetink el.
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2. dbra. Egyszertsitett mlszaki rajza a KGK’24 3. dbra. Lézeres megmunkdldshoz készitett
konferencia ajdndékdanak szinkédos dbra
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A megmunkalt munkadarab vastagsagatdl, az anyagatodl, a lézervagd teljesitményétdl,

a lézerfénytdl fuiggben kilonb6zE vastagsagu és formaju vagasi rés keletkezik. A kdztudatban
az van, hogy a lézerrel vagott rész “tlihegynyi” vastagsagu. A gyakorlat viszont egy kicsit mas.
Természetesen léteznek nagyon preciz, draga orvosi lézervagdk, vagy pl. az autdipar bizonyos
terlletein alkalmazott Iézervagdk, de altalaban a vagasi réssel szdmolni kell. Az aldbbiakban
erre mutatunk példakat.

Legyen 0 a sugara annak a kornek, amit egy lézernyaldb kiéget egy falemezbdl.

e Ha kivagunk egy r sugaru kort a falemezbdl, akkor a vagasi rés egy 20 vastagsagu korgydirl

lesz és a falemezbdl kiesik egy r-6 sugaru korlemez. Ekkor a keletkezett lyukat pedig egy
r+d sugaru korlemezzel lehet poétolni, mint egy intarzia berakas (6. abra).

Ha egy gorbével keresztbe atvagjuk a falemeziinket, ahogyan a 7. dbra szemlélteti, akkor a
két falemez kozotti vagasi rést két, az eredeti gorbével parhuzamos gorbe hatarolja,
melynek vastagsaga 20. (Megjegyezzik, hogy a matematikailag a két gérbe azon korok
burkold gorbéibdl all, amelyeknek a kdzéppontjai az eredeti gorbén vannak és sugaruk d.)
Sajnos altaldban a hdrom (eredeti, és a két hatarold) gbérbe nem egybevagd. Ha a két
részlemezt egymashoz illesztjiik, akkor lehet, hogy tébb helyen nem érintkeznek, rések
keletkeznek. Ha két gorbe mentén vagott falemezt résmentesen, vagy majdnem
résmentes szeretnénk Osszeilleszteni, akkor két kilénb6z6 vagasi gorbét kell
meghataroznunk. Még ha az egyiket szabadon is vdlasztjuk, a madsikat hozza kell
szerkeszteni, meghatdrozé adatait hozza kell szdmolni.

5. dbra. Vagds, jelélés és gravirozds
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A megmunkaldshoz természetesen a geometriai paramétereken tul megmunkalasi
adatokra is sziikség van. Ezeket példaul a szerkesztett dbraba szinkddok segitségével tudjuk
rogziteni. A lézeres megmunkalas soran az alkalmazott geometria kihat a termék min&ségére
is. A lézeres megmunkaldssal kapcsolatban tobbek kozott a kovetkezé minGségligyi jellemz6k
kerilhetnek vizsgdlat ald: fellileti érdesség, megmunkadlas mélysége, vagasi rés tulajdonsagai,
méretbeli pontossag. A lézeres megmunkdlas utan keletkez6 fellileti érdesség soran
lézernyalab utdn maradt felllet kerlil meghatdrozdsra. A fellleti érdesség kritikus esztétikai
és szerkezeti felhaszndlashoz. A megmunkdlas soran fontos, hogy biztositsuk a lézerezési
mélység egyformasdagat. A vagdsi rés vizsgalata soran az él épségének a megléte (precizitds),
valamint a megégés elkerlilése kiemelten jelentds. Mindemellett természetesen a
megmunkdlandd minta pontossdgdnak a megtartdsa is sziikséges. A faanyag lézeres
megmunkdlasa sordn eddig 4dltalanosabb jellegli min&séglgyi tartalommal rendelkezé
tanulmanyok késziltek (pl.: Yusoff és tsai. 2008 [2]; Corletto és tsai. 2024 [5]).

A megmunkdlas geometria hatasa a mindségligyi jellemzGkre egyelGre ritkan vizsgdlt
terllet. Ezért jelenleg els6 sorban a moddszerbél, a gépbdl, az anyagbdl, a kérnyezetbdl, a
megmunkalast végz6 szakember altal keletkez6 min&ségligyi problémakra fékuszadlunk. Ezért
Ishikawa-diagramot készitlink, hogy megvizsgaljuk az okokat, melyek min&ségligyi problémak
kialakulasahoz vezetnek a faanyagon geometriai mintak lézeres megmunkaldsa soran.

6. dbra. Vdgds kér mentén (fent)

7. dbra. Vdgds gérbe mentén,
illesztési rések (kézépen)

8. dbra. A Konferencidra készitett
ajandéktdrgy (lent)
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3. Eredmények

A mobdszeres terméktervezés célja, hogy a problémak megolddsdhoz strukturalt és
rendszerezett megkdzelitést alkalmazzunk. Ez a mddszer kiegésziti az intuitiv
feladatmegoldasi technikakat, amelyek gyakran 6sztonosen és tapasztalat alapjan m(ikédnek.
A tudatos tervezés és végrehajtds kulcsfontossagu, mivel a jél atgondolt és megtervezett
lépések révén a feladatok hatékonyabban és eredményesebben valdsithatok meg. A
madszeres megkozelités segit abban, hogy a tervezési folyamat atlathatébb és szervezettebb
legyen, csokkentve a hibak és a nem kivant eredmények kockazatat. A strukturalt tervezés
révén a feladatok végrehajtdsa soran kevesebb id6 és eréforras sziikséges, ami hosszu tavon
noveli a termelékenységet és a sikeres eredmények elérésének esélyét.

A fentiek természetesen érvényesek a rajzok, miszaki dokumentdcidk elkészitésére is.
Egy tényleges termék (8. abra) elkésztése soran lathatjuk, hogy gyakorlati haszna van a
céliranyosan elkészitett, szerkesztett rajzi strukturanak. A kulcstartd két oldalan eltéré minta
taldlhatd, melyek egyrészt jeldléssel, masrészt gravirozassal késziltek. A felfliggesztésre
szolgald furat, illetve a kilsé kontur vagassal készilt. A fa mintdban szerepl$ gravirozas és
jelolés kombinacidja kiemeli a motivumot, igy nagyobb esztétikai élményt nydjt. Ezen termék
esetében a vagasrésb6l adodd méreteltérésnek nincs jelentésége, hiszen csatlakozd elem,
alkatrész nincs a rendszerben, melynél ez gondot okozna.

A 9. abran az Ishikawa-diagram alapjan lathaték az egyes okok, melyek befolydssal
lehetnek a termék min&ségére egy geometria alapu lézeres megmunkalds soran. Az egyes
kategoridkhoz tartozo leirdsokat, valamint a mindségi hibak sulyossagi szintjét az 1-6. tablazat
részletezi.

Technoldgia

Faanyag

Gep Tul er6s a teljesitmény

Alacsony a sebesség Geometria és szalirany

Lézer fokusza elallitodott kapcsolata problémas

Tul vastag a lézer

Nem hatékony hitérendszer Kemény faanyag

Lézer impulzusfrekvenciaja
magas

Teljesitményszint nem allando Magas nedvességtartalom

Minéségugyi hibak
geometriai minta
faanyagra lézerezése
: e : 3 : ) soran
Nincsen folyamatos ellen6rzés Tul magas a kdrnyezet Tul komplex a geometria
) ) hémérséklete ’ T
Nincsen elég tapasztalat Minta orientacidja a faanyag
s Magas a paratartalom szalirdnyahoz képest
Nem pontos a beallitas
Nincsen megfelel6 szell6ztetés Minta tipusa
Szakember ) .
S —— Kornyezet Geometria

9. dbra. Ishikawa-diagram a mindségiigyi hibdk feltardsdahoz
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1. Tablazat. A Gép kategdriahoz tartozo lehetséges hibaokok és az okozat sulyossaga

Okozat
Ok Leiras sulyossagi
szintje
Lézer fokusza A lézer fékuszanak elallitéddsa befolyasolja a geometriai Magas
eldllitédott minta megmunkadlasanak pontossagat.
Nem megfelel6 h(itéssel nem biztosithaté a gerjeszt6kozeg
Nem hatékony egyenletes és stabil lizemeltetése, igy nem tudjuk biztositani Kézepes
h(t6rendszer a nagyobb felliletl és bonyolultabb geometriaju vagasok
egyenletességét.
Teljesitményszint nem | A valtozd teljesitményszint valtozé megmunkaldsi mélységet Kozepes

allando

okozhat.

2. Tablazat. A Technoldgia kategdridhoz tartozoé lehetséges hibaokok és az okozat sulyossaga

Okozat
Ok Leiras sulyossagi
szintje
Tal erés a Komplex geometridk lézeres megmunkalasa esetén a nagy
s teljesitmény mélyiti a megmunkalds mélységét, viszont Magas
teljesitmény R .
noveli az atégés veszélyét.
., | Az alacsony sebesség javitja a részletek kialakitasat, viszont N
Alacsony a sebesség | Lo ., Kozepes
noveli a behatas idejét, azaz megégéshez vezet.
A lézer fokuszanak/vastagsaganak a beadllitasa kiemelked6en
Tul vastag a lézer | fontos, hogy egyforma mélységben torténjen a Magas
megmunkalas.
— A magasabb impulzusfrekvencia segithet a tisztabb
Lézer impulzus- . . . L . i
vagasban a szlik geometridk esetén, de felmelegedhet a Kozepes

frekvencidja magas

faanyag felilete.

3. Tablazat. A Faanyag kategoriahoz tartozo lehetséges hibaokok és az okozat stlyossaga

Okozat
Ok Leiras sulyossagi
szintje
Geometria és Szalirdnyban a lézeres megmunkdlds homogenitasa
szalirdny kapcsolata | megvaltozhat. Ez kiilondsen igaz akkor, ha hegyesszoget Kozepes
problémas zar be a minta mikdzben keresztezi a szaliranyt.
A keményebb faanyag masképpen reagalhat a lézer
Kemény faanyag bedllitasaira, ami kihatdssal van a pontossagra és a sima Kozepes
fellletre.
Magas A magas nedvességtartalom hatdssal van a lézer faanyagba )
torténd bejutasara. Inkonzisztens lehet a mélység, vagy a Kozepes

nedvességtartalom

geometria mentén a faanyag meg is vetemedhet.
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4. Tablazat. A Szakember kategdriahoz tartozé lehetséges hibaokok és az okozat sulyossaga

beallitas

bonyolult mintak esetén.

Okozat
Ok Leiras sulyossagi
szintje
Nincsen folyamatos | A folyamat felligyelete soran utdn lehet allitani a Kozepes
ellenérzés paramétereknek.
Nincsen elég A komplex geometriai mintak kialakitasahoz kell§ Magas
tapasztalat tapasztalatra van szlikség.
Nem pontos a A fz’aa['\yag m,eg'feltleI.(J' bei’gazitésa minimalizéllja a"z o
eltéréseket és javitja a részletek pontossagat, kilondsen Magas

5. Tablazat. A Kornyezet kategoriahoz tartozo lehetséges hibaokok és az okozat sulyossaga

szellGztetés

lehet hozni.

Okozat
Ok Leiras sullyossagi
szintje
, . A tul magas kérnyezeti h6mérséklet hatdssal van a lézer
Tul magas a kornyezet , . N e
o, hatékonysagara, az 6sszetett geometriai mintak Alacsony
hémérséklete e
minGségére.
Magas a A magas paratartalom miatt a faanyag vetemedhet, ami a Kozepes
paratartalom |ézeres megmunkalds Utvonalara hatdssal lehet.
. | Aszell6ztetés hidnya miatt tul sok fust lehet a levegGben,
Nincsen megfelel6 , i , o . s .
ezaltal a l[athatdsdgra van kihatassal. Rossz dontéseket Kozepes

6. Tablazat. A Geometria kategdriahoz tartozé lehetséges hibaokok és az okozat stilyossaga

Okozat
Ok Leiras sulyossagi
szintje
Tul komplex a Az Osszetettebb formak névelhetik a megmunkalasi idét, Magas
geometria valamint az egyenetlen vagdas vagy a megégetés esélyét.
Szdlirany hatasa A mintdt ugy kell megtervezni, hogy a szdlirany miatti Magas
nincsen megtervezve | problémakat lehetéleg elkerdiljiik (lasd Faanyag jellemz6i)
. , A kll6nb6z6 formak (pl. vonalak, racsok, gorbék) .

Minta tipusa Kbzepes

befolydsoljak a mélységet, a felliletet és a héeloszlast.
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4. Osszefoglalas

A kilonb6z6 klasszikus geometriai szerkesztési lehetGségek digitalis vildgunkban is
hasznalhatdk. Azonban lgyelnink kell arra, hogy a rajz kivitelezésének modja dsszhangban
legyen a tovabbi midveletek, tevékenységek igényeivel. A |ézeres megmunkalas
el6készitéséhez szikséges a rajzi dokumentacié megfeleld el6készitéssel szerszdmpalyaként
definidlhaté, Ugyelve a kész munkadarab geometriai igényeire. A geometria lézeres
megmunkdlasa soran szdmtalan lehet6ség adédik, amely soran a termék minGségi szintje
csokkenhet.
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Kétszeresen lyukasztott euklideszi és hiperbolikus sokasagok,
mint a "kvantum pottyok" magyarazata. 40 éves tisztelet a 2023. évi
Kémiai Nobel Dij Kitlintetettjeinek és
Bolyai Janos Abszolut Geometridjanak 200. évforduldjara

MOLNAR Emil

Budapesti MUszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem, Természettudomanyi Kar, Matematika Intézet,
email: emolnar@math.bme.hu

Absztrakt

Kozel 40-éves dolgozatom, mely a Bolyai Tarsulat Kollokvium sorozatanak 46, 1984. évi
Debrecen-HajduszoboszIlo konferencia-kotetében 1987-ben jelent meg a 883-919 oldalakon,
meglep8en idGszerlvé valt a 2023. évi Kémiai Nobel Dij Kitlintetettjeinek: Alexey Yekimov,
Luis E. Brus és Moungi G. Bawendi munkdssagaban. Természetesen, akkoriban nem
sejthettem a téma aktualitasat, mely egy kordbbi hibas cikkem kovetkezménye volt. Abban a
dolgozatban uj, nem-irdnyithaté kompakt hyperbolikus sokasagok (térformdk) végtelen
sorozatat akartam megszerkeszteni, mint Bolyai Janos H® hiperbolikus geometridjanak
kiilonleges poliéderkitoltéseit. Szerencsére hamar észrevettem és kijavitottam a hibat.
Nevezetesen azok a konstrukciok nem voltak sokasdgok (csak "majdnem” sokasdgok), mert
két fixpont-pdlya volt bennik, melyekben kozéppontos tikrozés lépett fel, mintegy
"kilyukasztva" a sokasdagot. Itt a pont "kérnyezete" nem teljes labda, amit megkivanunk egy
sokasagban, hanem a labda kézéppontra szimmetrikus pontjait "0sszeragasztjuk".. De ezek a
kiilonleges szingularis pontok, mint "kvantum pottyok" példaul réz és klér ionokkal Gveg-,
azaz szilicium-folyadékban (ami aztan "megfagy") fényjelenséget okoznak elektronjaik "ugra-
bugrdjaval", s a fény szine a kristalyrészecskék méretétdl fligghet (gondoljunk csak a szines
televizié képernydjére). Tehdt a hiba sokkal érdekesebb volt, mint az eredeti szandék, melyet
aztdn késébb sikertilt elérni.

Kulcsszavak: kétszer lyukasztott sokasdg, euklideszi és hiperbolikus kristdlycsoport
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Twice punctured Euclidean and hyperbolic manifolds, revisited as hypothetical "explanation
for quantum dots". 40 years old Honour to the Laureates of Chemistry Nobel Prize 2023, and
also to the 200th Anniversary of Janos Bolyai's Absolute Geometry

Emil MOLNAR

Institute of Mathematics, Faculty of Natural Sciences, Budapest University of Technology and
Economics, Budapest, Hungary, email: emolnar@math.bme.hu

Abstract

My ~40 years old paper in the title [1] Molndr, E., Twice punctured compact Euclidean and
hyperbolic manifolds and their twofolds coverings, Colloquia Math. Soc. J. Bolyai, 46. Topics in
Differential Geometry, Debrecen (Hungary), 1984, (1987), 883- 919. had got a surprising
actuality in the Chemistry Nobel Prize 2023 awards for the three Laureates: Alexey YEKIMOV,
Luis E. BRUS and Moungi G. BAWENDI. Of course, the present author of that paper could not
guess that time the actuality that was an incidental consequence of my erroneous paper [2],
intended to construct an infinite series of non-orientable compact hyperbolic manifolds
(space forms), as a polyhedral tiling series in the Bolyai-Lobachevsky hyperbolic space H.
Fortunately, | observed and improved the mistake soon. Namely, those constructions were not
manifolds because of the two fixed point orbits as punctures, where point reflections (central
inversions) occured in the symmetry group of the tricky polyhedral tilings. But these singular
points, as "quantum dots" e.qg. for copper and chlorine ions, respectively, in glass (silicon) fluid
cause light effects (by "electron jumping-leaping") whose colours might depend on the sizes
of crystal particles. That means, the mistake was much more interesting than the original
intention that can be reached easily later!

Keywords: twice punctured manifold, Euclidean and hyperbolic crystal group
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1. Bevezetés az eredeti dokumentumokkal

COLLOQUIA MATHEMATICA SOCIETATIS JANOS BOLYAI 46. TOPICS IN DIFFERENTIAL
GEOMETRY DEBRECEN-HAJDUSZOBOSZLO (HUNGARY), 1984,

THWICE PUNCTURED COMDMACYT EUCLIDEAN AMND HYPERBOLIC MANI-
FOLDE AND THEIR TWOFQLD COVERINGS

E. MOLWAR

N complete connected Riemannian n=-dimensional mani-
fold of constant sectional curvature is briefly called a
space form. Intuitively, cach space form is locally iso-
metric to one of the classical m-spaces of constant cur-
vature. It is well-known that each space form can be

repeesented as an orblt space /5. Here M i3 one of

SOKASAG (FOLYTATAS) ES “KETSZERESEN LYUKASZTOTT SOKASAG”
represented as an orbit space /5. Here M is one of
simply conneclted rn-spaces of curvature K, i1.e. d 1is
either a szpherical (K*0) or the Euclidoan (£=0) or a b=
perbalic w-space (K<0). The isometry group & acks dis-
contlaveusly and freely on M, i.e. there iz a nonenpsy
ppen set ¥ oin M so that no two distincet points of V are
equivalent under &, moreover, the identity 1 is the only
clement of ¢ which has fixed points. Then T can be con-

gidered as the fundanental group of the manifold M/T.

Forditasban: Egy teljes 6sszefliggd n-dimenzids allandd 2-metszet-gorfbiletl Riemann
sokasagot réviden térformdnak neveziink. Intuitiv modon elképzelve, minden térforma
lokalisan a klasszikus n-dimenzids allandé gorbiletli terek valamelyikével egybevagd
(izometrikus). Jol ismert, hogy barmely térformat egy M/G palyatérként képzelhetlink el. M
egy n-dimenzids egyszeresen 6sszefliggé K metszet-gorbuletd tér, azaz M vagy a gombi (K >
0), vagy az euklideszi (K = 0) vagy a hiperbolikus (K < 0) n-térrel azonos. A G izometria csoport
nem-folytonos mddon, szabadon hat M-en, azaz létezik olyan nem-lres nyilt V halmaz M-
ben, hogy V két pontjat G nem képezi egymasra, tovabba G-nek csupdn az 1 egységeleme, az
identikus leképezés rendelkezik fixponttal. Ez a G az M/G sokasag fundamentdlis csoportja.

DE! Léteznek olyan "kilyukasztott sokasagok” melyeknek két kivételes "szinguldris pontja
van", mindegyik olyan "félgémb-kérnyezettel”, ahol egy "labda kézéppontra dtellenes
pontjait logikailag Gsszeragasztjuk". Az ilyen G csoportnak két szinguldris pont-pdlydja van,

azaz M/G "kétszer-kilyukasztott (majdnem) sokasdg".
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1.1. Euklideszi példa — 1. abra (6. dia): a Pbca tércsoport

Az 1. dbra OEjE,E; derékszogl (de nem feltétlenll egyenl6 egységl) un. ortorombikus
koordinatarendszerében fellépnek:

e lranyitastartd transzformaciodk: 1 (xl, X, x3) azonos leképezés s; (% + Xt %=X —x3); S (—xl,
Y+ X, % - x3); s3 (% - Xt X%, v+ x3) csavar-mozgasok.

e Iranyitasvaltd transzformaciok: -1 (-x*, -x%, -x*) pont-tiikrozés (az O kezdSpontra és igy az F,
D, E, majd C, G, B, A pontokra is), b (%-x", %+ x* x°); OAEC=:b" > FBDG =: b ; ¢ (x", ¥ -
XY+ x0); a (% +x, X%, % - x°) eltolds-tiikrozések. Es persze mindharom tengely irdnydban
fellépnek egység tavolsagu eltolasok, a Agracs elemei.

2024 3prilisaban a Székesfehérvari Teleki Blanka Gimnazium lGnnepi matematika szakkorében
tartott el6addsom alkalmaval Budai Endre tanar Ur egy "csoda-kocka modellt" ajandékozott
nekem az iskola nevében, mely véletleniil éppen illusztralja a nanométerben (1 nm = 10° m)
létrejohet6 viszonyokat. 3D-nyomtatéval a https://www.thingiverse.com/thing:10483

internet cimr6l mdasolta le ismeretlen szerz6t6l szarmazé modelljét. Soproni konferencia
el6adasom utan pedig Szabé Péter kolléga (Soproni Egyetem) tobb vdltozatban is elGallitotta
a fenti internet cim mozgathaté "uj Rubik-kockajat".

1.2. A 61. Pbca = G tércsoport (kristalycsoport) elemzése

A fenti G csoporthoz tartozd Fg alaptartomany a 6. dian geometriailag jellemzi ezt a G
tércsoportot. A bazisvektorok | OE;:=e;| (i =1, 2, 3) hosszai adott paraméterek (melyeket egy
anyagi kristaly esetén méréssel kell meghatarozni). A G-hez tartozd Ag racs eltoldsait egész
koordinata-harmasok adjak meg, ezek linearis része az 1 azonos leképezés. Tudjuk, és
megallapodds szerint G barmely a(A, a) eleme a: X > XA + a = X® inhomogén lineéris
leképezéssel adhaté meg. Itt az A linearis részt a fenti OE; := e;bazisban egység-determinansu
egész-elemU (unimoduldris) matrix fejezi ki, a pedig a tortrész-eltolds. Egy tetsz6leges X pont
helyvektora X = xe; (Einstein-Schouten 8sszegzési index konvenciéval). Ennek Y képe a fenti
X helyvektoru Y pont.

The twice punctured manifold
E3/Pbca

b: OAEC->FBDG

¢: OBFA->DCEG

a: OCDB->EAFG

1. dbra. (6.dia). Bévebb 205.
Pa3™ =G tércsoportot
kapunk, ha az Fg

GRAPH OF F; alaptartomdny kocka, ekkor
61. Pbca=G OG kériil 3-forgatds lép fel.
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Ldthatjuk, hogy O, D, E, F — G-ekvivalens tikrdzési centrumok, mondjuk réz (Cu) ionokkal,
ugyanigy G, A, B, C klér (Cl) ionokkal (példaul az elsé négy pont egylttes, Fs be esé
kérnyezete (4-1/8, azaz) egy félgombot tesz ki, ugyanugy a masik négy ponté). De az Fg
fundamentalis kockdaba még szilicium (Si) atomok is beépiilhetnek (az atomsugaraknak
megfelel6 méretben, mely a periddusos rendszer alapjan kikovetkeztethet6!?). Példaul az OG
3-forgas tengelyén 1 (Si) atom és 2-2 (?) (Si) atom az Fg szemkozti lapjain, melyek rendre b, c,
a, eltolas-tukrozésekkel képz&dnek egymasra. Képzeljik el tehat, hogy 1:1:7(?) aranyban Cu,
Cl, Si megfelel6 kristalyrészecskét alkotnak megfelel§ kockamérettel, és ezek a részecskék
(még tobb kockaval névekedhetnek is) az Giveg-(szilicium-)folyadékban "uszkalnak", ami aztan
megfagy. De a szingularitasok arra "kényszeritik" a Cu és Cl ionok elektronjait, hogy a héjak
kozotti "ugra-bugraval” fényjelenséget hozzanak létre, ezek a "kvantum pottyok" (quantum
dots). A fény szine a részecskék méretétél fligg. Képzeljiik el a televizio képernydjét, melyet
aztdn gerjesztiink, hogy a megfelel6 részecskék a megfeleld szinben vildgitsanak!

2. Hiperbolikus kristalysorozatok

21. G, csoportok F'., fundamentilis tartomanyainak végtelen sorozata a H3
hiperbolikus térben

A 2. dbran egy g = 2t+1 = 5 forgds-szimmetridju "korongot" latunk ("dsszelapitva", a sikba
kiteritve), melynek oldallap-parjait (mint az el6z6 euklideszi dbran) rendre "6sszeragasztjuk":
pl.azs,: st s, csavarmozgdssal (u-tél, t-t8l fliggben) a 2. 4bra szerint. Osszefoglalva a Gl
csoport adatait (egységes moddszerekkel dolgozunk, Bolyai Janos abszolut geometridjanak
szellemében).

— Generdtorok: a;(-t <i<+t): a;*=> a; eltolds-tiikrézések — p;(-t < i < +t): pit > pjésr; (-t<i<
+t): it csavarmozgdsok — s, (0 < u < t, régzitett u, a 2. dbrdn u=1): e X egyetlen
csavarmozgas

— Osszesen: 3qg + 1 = 6t + 4 generéatorunk van.

A nyilazott élosztdlyokhoz tartozo reldciokat az 1. Tabldzatban gy(jtottik ossze: példaul a.a.
forlo00...0u0: = 1; — és pl. °°°> aopoea.,'r: = 1. A C(Cu) és D(CI) pontok (ionok) palyai tikrozés
kozéppontok félgomb kornyezetekkel, azaz lyukasztasok, mint "kvantum pottyok". A tobbi
pontpdlya (példdul G, E, A, H, L, .. palydja), esetleg Si atomokkal (ionokkal), teljes
goémbkaornyezettel rendelkezik, ahogy a sokasagoktdl megkivanjuk. A (Cu), (Cl), (Si) ardnya a g =
2t+1. paramétertdl fligg. Végtelen sok hiperbolikus lehetGség van. A minimdlis lehetéség t = 1, g
= 3 esetén kiilbndsen érdekes és fontos lehet a (kisérleti) megvaldsithatésag szempontjabdl.
Ekkoru=0, ésa Gio' csoportra az 1. Tablazatbdl sok kdvetkezmény is kiolvashato:

G'10={a.1, o, a1; So=:, .1, Po, P1, -1, Fo, 11— 1 = a1’ag’a:’ = (a.1sa:5™")(aosa.is ') (a:saos ™)

= (p.asr's) = (posro™'s) = (pisri™'s) = (a.1p1a.17'ro) = (aopoao™r1) = (a1piai’'r.y)

= (@1r a1 pa™) = (aor1ag 'pot) = (airotar ' pi )}

és az alaptartomany harmadrend(i forgas-szimmetriaval rendelkezik.

Megjegyzés. Eredeti [1] dolgozatunkban faradsagos munka volt hosszu szamitassal levezetni,
hogy a C és D pontokat pontra vald tiikro6zés viszi dnmagukba. Kilonleges csoportelméleti
feladat volt, hogyan vezethet6 le ez a G'ip csoport 1. Tablazatbeli "prezentaldsabol"?
(Prébaljuk meg ezt az el6bbi konkrét példaban!)
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2.2. A G%(u=0) csoportok F* alaptartomanyainak végtelen sorozata a H> térben

Az el6z6h6z hasonld végtelen csoport-sorozatot kapunk a 3. dbra F% alaptartoményaval:
Generdtorok: a; (-t <i<+t): a’l>a-¢ (-t i < +t) eltolas-tiikrozések — ¢;(-t < j < +t): ¢t cés d (-
t<i<+t):dit > d; eltolds-tiikrézések — e (0 < u < t, az egyszertiség kedvéért u = 0 régzitett): e* > e
egyetlen eltolds-tiikrozés. Osszesen 3q + 1 = 6t + 4 generator van. Az élosztdlyokhoz tartozé reldcick
most is az 1. Tabldzatban vannak: példaul a:a.... apag ... a.:a.: = 1 identitas; pl.: ooo> aoCoto \d; =
1. A C (Cu) és D (Cl) pontok (ionok) palyai tiikrozési kozéppontok "fél-labda kornyezettel"”, vagyis
lyukasztdsok, azaz "kvantum pottyok". Bevezethetnénk egy u egész paramétert is az el6bbi mintara
(0 < u £ t), hogy kiilonbozé (nem-egybevagd (1?)) "majdnem sokasagokat" kapjunk (egybevagd
alaptartomanyokkal)!? Roviden vazoljuk a Bolyai - Lobacsevszkij-féle hiperbolikus geometria
projektiv metrikdjat! A lényeg, hogy a fenti két "korong alaku" (egyenl6 t-kre egybevago)
alaptartomany 6sszes szOg- és tavolsag-adatat ki tudjuk szdmitani a t adott paraméter segitségével.

2.3. A tiikrozés csoport és alaptartomanya a H? térben, mint egy csonkitott
derékszogl szimplex (orthoscheme); A H? tér Beltrami-Cayley-Klein (B-C-K)
modellje, az el6bbi Gltu és Gzt csoportok generatorai; Coxeter diagram és fontos
tavolsagok, vazlat

A késGbbi derékszégli projektiv AgA1AAs ~ b°b'b’b’ koordinata szimplex (6. és 7. abrak) és a
valés 4-dimenzids VI* vektortér és V, dudlisa (a vektorokon értelmezett linearis flggvények
(formdk) dudlis tere) irjdk le az X pontokat (balrél irt koordinatakkal délt nagybetiikkel az A;
bazisban) X(X = ~ cX); illetve jobbrdl irjuk a V, dudlis tér u formainak egyutthatdit (a b’
dudlis bc'lzisban az u 2-(hiper)sikok jellemzésére u(u = b’uj ~ uc); AY = 6/ (Kronecker
szimbdlum).

Twice punctured hyperbolic manifolds Twice puncturr_\.d1 hygerholic rmanifolds
H/ G, H'/ G,
H’ hyperbolic g=2t+1 fixed H’ hyperbolic q = 2t+1 fixed
3-space t=1.2.3.. 3-space t=1,2.3....
u fixed G~
9/4/' \ L (‘: // "'mfnl,«" \\\

r al §\U01 N D4

D \-t. Qg HI Ay a 0—1 :fd,‘ -
/ H\\ 3 H //"' / HY . H 77N\
/ AN_A A a, ) Lal Ay g / a, \
/P Yo ; \ e\ 7\
L N’\YZ’ \\:wa‘"{/\\ = ‘b‘:"‘\‘"\"/’ ! * L)

\R.* \6. 7

A T =1 el 3 Q —-——..._."___‘ _
L . -1 ;h Ay ' ( 1 ; i 0»11 J -

.‘ ';.,,_g\

e . i S
\\ / =1 \/‘\ /{f \a\}“ a‘/ ] s \,\c ,,{‘/ S%‘:d! /
at// N\ G"// \"'1 S )
ot a b ) \»_ —-’/’/ ¥ \‘\1}~ —/
indices <& ; L a, > Su "'\'g‘{? G E A TQ-,{';; 2
mod q \\d;’g;// S,
Graph of a fundcmen’ml domain F(U Graph of a fundome?tcl domain F?
for group G.U for group Gr
2. dbra. q = 2t+1 = 5 forgds-szimmetridju 3. dbra. Egy mdsik végtelen sorozat q =
"korong" 2t+1 paraméterrel (t=1,2,3, ... EN)
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A szimmetrikus Coxeter-Schléfli (C-Sch) matrix (b") = <b’, b’> = (cos(m - 8"))
segitségével fejezziik ki el6bb a szdgeket: 87 = (L b'W) és (L b'b’) = 1 (megallapodas szerint);
aztan a tavolsagokat: az el6bbi (C—Sch) matrix inverzével (b"j)'1 =: (Aj) =: <A;, Aj> és cosh(XY/k)
= — <X, Y>/(<X, X><Y, Y>)* adja meg az X és Y pontok tavolsagat. Itt k = (-1/K)> a H®
hiperbolikus tér univerzdlis tavolsag-egysége (valaszthatjuk 1-nek), K a negativ dllandd "2-
metszet" gorbiilet. Nano-méretben (1 nanométer = 10° méter) a k-t méréssel kell
meghatdroznunk. Az Elemek Periddusos Rendszerének Tabldzata fontos adatokat szolgaltat az
atomsuly-aranyokkal, amikb&l az atomsugdr-aranyok is kovetkeznek (természetesen csak
"kozelitéssel")! Tovabbi matematikai részletek talalhatdk az irodalomjegyzékben, pl. [1, 9]. A
4-5. dbra mutatja a C; tikrozéscsoport alaptartomanyat, ami a késébbi (6. és 7. dbra) (j
AcA1AA; = bbb’ koordinata szimplex kétszeres ag = mg, a3 = ms csonkoldsaval keletkezik,
de itt az eredeti [1] dolgozat abrait és jeldléseit hasznaltuk. Az dj b°, b*, b%, b® szimplex sikokat
itt m1, my, m3, my jeloli. Hatdrozzuk meg a tobbi csucs Uj szerepét is.

G as subgroups of Coxeter groups Ct i = SyPi Sy

m m &
m, _ 2 3 Co= My (m,oymgmg) m,
0 (aj) / Gla,) 9o= MMz My c; = (mym)* (J )
5 o my my ) i = \MyMmy) ColMmymy
. 1
C]i :(m«] mz) Go(m-‘mz) \\ /// d, = ec;je
q#2u WRE. ey indices mod q
SU:(m1m2) (rnsm[‘) 5
w 0Q sin” %
-t t -COS5- ——— —ch == ==\ 1+ —=~
— 2 | 5
Q e =(m;m,)  m;(myms) (mgm,) 29 5 tcos§
-(2i-1) o3 T
pi=(mymy) (Mmgms)- e —ch £ = 222
2i-1 2u 7
q, ~(mym3)" 7 (mymy)

4-5. abra. C; tiikrézéscsoport alaptartomdnya, mint kétszer csonkolt deréksz6gli szimplex
és (C-Sch) diagramja

1. Tablazat. A fenti G',, és G%, fundamentilis csoportok prezentaldsa (megadasa) generatorokkal és
definidlo relaciokkal

Table 1

~

Generators
G roup

— - Relations (indices mod 7)
Clide rcflections |Screw moticns E

| 2 2 2 2
<3 & By Lo V=G os G Sewwd@S=la. 3. a s
“ “ ur Far Tg Y-t e E 4 c2%u% 1%y )
g=2¢+1 fixed (& 5 o =1 S B
(< = -¢, .0, P L) —2 4180 yue2%y ) la e,2,8, )=
CEE1,:200.3 e ) =p.o nits s
ST T u
u fixed e =1 _ .
I r==t, 0, ’
(=0,1,...,¢%) S e =
(ol -ttt
» > N
G €1 Aoy Coy a, 1==L._$ - *42=(<!0f-"’41'» 1)
¢=2L+1 fixed (£ = =£,0.0,0, 0. ,%) tagea, o™ ). (a_jealleaT =
E=1,203 00 03,) - ,\5.7—‘10__
=f,\_3:4;‘_&‘_,‘_.’ LT =T=E, .0, R
=q .43 " - 1
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3. Az euklideszi kocka-kitoltés és jellemzo (4, 3, 4) derékszogli AjA1A2A; =
b’b'b?*b® szimplexe, Coxeter-Schlifli diagram és matrix (illusztracié a
késobbi analég hiperbolikus projektiv metrikahoz)

Az alabbi kocka-kitoltés jellemzs ApA1A,As = b°b'b’b® derékszogli szimplexéhez tartozd (b”)
matrix valéban (+, +, +, 0) euklideszi szignaturaju, ahogy az 1, 1/2, 1/4, 0 f6 (minor)
aldetermindnsok elGjeleibdl latszik. A késébbi analdg szignatura az u, v, w = u paraméterektdl
fiigg, és a H® hiperbolikus teret (+, +, +, —) jellemzi, ahogy ezt kés6bb sziikségszerien

biztositani fogjuk.

) ~
- 0 JI)E 1 2 JJL !'
1 V2 0 0
V2 1 1 0 _
. 1 - V2 [
L~ D —= _I_ ——=
fr' 0 0o - 1
Mo
i 3 3 |
L 4 & & & L
0 F01 1 9 9 334 4

6. Gbra. Az E? euklideszi tér kockakitéltése szimbdlumaival. Az E* kockakitéltés (C-Sch)

diagramja
A,
1 —cs® 0 0 ‘
— k —
(H7) = (b3, b) = —cos® 1 —Cos 5, 0
T 0 —cos T 1 —cos I
0 0 —cos g 1
() = (09)" = (a,8;) :=
O . Y I D I R
SN = —Cos" = n\ \]1]“ COS=C0S— C0S—C0s—=C0S—
w . 9 /] - u _ v u _ v _ w
1 08 f sin” ; nlll‘ o8 = €08 - €08 7
= = o - . 9 "I_ T
B €08 €08 & § nt. z sIn” - €08 = 8In° &
cosZcosZcosZ cosZcosI cosZsin?Z sin’Z —costZ
U (o w w v w u u v
(2.2)
where
. m T m T T
B = det(h7) = sin® — sin® — — cos* = < 0 or sin— sin— — cos— < 0.

u w v u w v

7. abra. Az (u, v, w(=u)) paraméterii deréksz6gli (csonkolt) szimplex a hozzdatartozo (C-Sch)
matrix-szal biztositja a (+, +, +, —) szignaturdju skaldrszorzatokat a formdk (sikok) és vektorok
(pontok) H® geometridjéban
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3.1. Hiperbolikus futball sokasag

M = H3/G futball manifold

A "hiperbolikus futball" esetében
—u=w=5,v=3-3aC-Sch matrix
szignaturdja valéban (+, +, +, -).
Ellendrizziik!

E. Molnar, (1988). Two hyperbolic
football manifolds. In: Proceedings of
International Conference on Differential
Geometry and Its Applications,
Dubrovnik Yugoslavia, 217-241.

E. Molndr, (2012). On non-Euclidean
crystallography, some football manifolds,
Struct Chem 23:1057-1069.

8. dbra. Az {5, 6, 6} futball poliéder
szarmaztatdsa az (5, 3, 5) fél
derékszdgl szimplex alapjan

3.2. A derékszogli szimplex térfogata N. |. Lobacsevszkij 6tlete alapjan R. Kellerhals
altalanositasaval

Az O (irott O, kés6bb is) derékszog(i (csonkolt) szimplexet itt a 0p; = /U, a1, = /Y, 03 = /W
lényeges szogek jellemzik, ezek meghatdrozzak a 6 (gorog theta) "segédszoget”, és ezeket az L
(irott L) (nem elemi) Lobacsevszkij fliggvénybe helyettesitjik a Vol(O) térfogat
kiszamitasahoz.

Theorem 2.2 (R. Kellerhals) The volume of a three-dimensional hyperbolic
complete orthoscheme O = W,,.,. © H® is expressed with the essential angles
g = &, g = =,y = 5 (0= ay; = 5) (Fig. 1.a, b) in the following
form:

. 1 . \ ) T
Vol(@) = 1{5(‘111_11 + ) — Loy —#) + ﬁ(% + agn — B)+
+ L(5 = auz — ) + Lloz +0) — L{azs — 0) +2£(5 — )},

where 6 € [0, L) is defined by:

\/(-05;2 (12 — sin® agy sin® oog
tan(f) = )

COB (kpp COS ey

and where L£(x) := — [log|2sint|dt denotes the Lobachevsky function.
n
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4. Iranyithaté pokhalé (vagy csé-szerli) sokasag-sorozat szerkesztése és
szarmaztatasa, szemléltetése a W fél csonkitott derékszogil szimplex
alapjan, 2z=u=v=w = 6 esetén

Ha a derékszogl szimplexre (u, v, w = u — (1/u) + (1/v) < % feltétellel); akkor Aq és Az kilsé
csucsok, és ag, illetve as poldr sikjaikkal csonkitva, félforgdssal szimmetrikus kompakt
poliédert kapunk (kdvetkezé 9-11 dbrak, a Coxeter diagrammal). A lenti tétel és a 12. dbra
mutatja a poliédert és lapjainak parositasat. ,The cobweb manifold Cw(6,6,6) has been
constructed by face identification. The fundamental group Cw(6,6,6) can be described by 3-
generators and three relations in formulas. The volume of Cw(6,6,6) is ~8.29565. The largest
ball contained in Cw(6,6,6) is of radius r~0.57941. The diameter of Cw(6,6,6) in 2R ~3.67268.”

12. dbra. A Cw(6) pokhadlo (csészerdi) 13. dbra. Képek a Cw(6) pokhdld (csé-szerti)
sokasdg szerkesztése triikkés lappdrosito sokasdg animdciéjabdl a H* hiperbolikus tér B-
azonositdsokkal az el6z6 Q pont Dirichlet- C-K modelljében

Voronoj (D-V) celldgjaval
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5. Flggelék: nem-iranyithato hiperbolikus térformak végtelen sorozatanak
szerkesztése, mint eredeti szandék

Ebben részben réviden kifejtem, hogyan javitottam ki, hamarosan azt a hibat [2] (melyet 40
évig senki nem vett észre), ami a fenti 40 évvel kés6bbi kémiai felfedezés magyardzatidhoz
vezetett. Nevezetesen, a fent kétszeresen lyukasztott (majdnem) sokasagokbdl a trikkos
lappdrositdas moédositasaval sikerilt kikiiszo6bolni a fixpontokat. Valdban, "csupan” a C és D
pontokat és kornyezeteiket kellett alkalmasan "Gsszeragasztani" ugy hogy a C = D pont-
palydnak teljes labda-kdrnyezete lett. Es ez minden tovabbi pontra is teljesiil, ahogy a
sokasagtol azt megkivanjuk.

"Kicsit véltoztatjuk" az el6z86 G, csoport lappdrositasat: A korabbi p és r
csavarmozgdas-azonositasokat ¢ és d eltolas-tiikrozésekre cseréljiik. igy C = D 6sszeragasztast
ériink el, és valdban M/N';, (Itt M:= H3) nem-iranyithaté hiperbolikus térformat kapunk
(ellendrizziik!).

Hasonléan, G%-ben (dltaldnosabban, mint kordbban) a ¢, d eltolas-tiikrozéseket p, r
csavarmozgasokra cserélve, igy C = D ragasztassal, nem-iranyithaté M /N%, (itt M = H®)
térformdkat nyeriink. Neme-iranyithatd hiperbolikus N, és N?, térforma-sorozataink
fundamentalis csoportjainak algoritmikus prezentalasa, és az irdnyithatd kétszeres fedés G;
csoportja (magyarul, mint a 2. Tablazatban).

Non-orientable hyperbolic space forms M/N;, Non-orientable hyperbolic space forms ‘“M/N,
g=2t+ 1 fixed g=2t+1 fixed

t=123,... t=1,23,...

indices mod q u fixed u fixed

_u=012..t
e

A
M

Graph T Graph

hyperboli
of a fundamental 3-space ofa fundamental Syspgce “
domain for N, N,, discrete group domain for N, N, discrete group
acting on ‘M acting on M
, , .. H3 1 , . .. H3 2
14. débra. Hasonlitsuk 6ssze a H’/G" 1, 15. dbra. Vessiik 6ssze H/G*; -vel

(majdnem) (itt C = D) sokasdggal
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2. Tablazat Nem-iranyithaté hiperbolikus H3/N',, és H?/N’, térforma-sorozataink és H?/G,
iranyithato kétszeres fedésiik

Csopodt CieneTalonk Cennlak Eiciok (a indexek  mosd g)
ERnlastilkriee s CEAVAMNE 35

N a0y, iy 5, l=at, .af...@ = [0_y5 8y, 155 MG Sy @y, s0%g J...
q = & + 1 rirgEkett [ S | TR | o (g sg ') = apsd, 'y
[t=01213,...]}
u rigEitedt gl gl gy
|a=M 1.2 . . &) ] SN | I

! e
N . iy M. Ti l =al, . ap---d; = |3utudy 2, )3 1fud '|-'-.. .
g = 2t + 1 rigritett | % [ | I 3 | B -'.,-J..I.I_|::.. | = pEury I-'-._
t=01L23...
u TigEimett By TEu—gs1
[a=012._...¢8) i SRR | R

(L - 1 .
{3, 5 5, Pas Ty l = sixt... 55 = 5| 55) 550587 15 ... 55
q = 2t — 1 rigribett (¥ 12 ....q} sps— Ly :s' '.-.-_::: '.'.-_: L ¥ !
[t=84...) PusT, lg SR, I.'.= Ir,_, 1

i=012,....9
Ty I:‘u I-’-'l

i=12...,q
q =2t-1 fixed

>\‘ t=2,3,4,...

16. abra. Az elébbi M/N",, (u = 0), (itt C = D).
Masolat az eredeti hibajavitasbél [2]
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K6szonetnyilvanitas

Koszonettel tartozom: Dr. PROK Istvan és Dr. SZIRMAI Jen6 kollégdimnak sokéves
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Geometriai kihivasok a faépitészetben
SZABO Péter

Soproni Egyetem, Faipari Mérndoki és Kreativipari Kar, Kreativipari Intézet,
email: szabo.peter@uni-sopron.hu

Absztrakt

A faszerkezetek tervezése és kivitelezése, az épitGiparban a dsszetett geometriai ismereteket
igényel. Egy acsszerkezet vagy fakotés elkészitése dbrazoléd geometriai ismeretek nélkil, még
a szamitégépes 3D tervezd6 programok hasznalataval is kihivast jelent. A faépitészettel
foglalkozd6 mérnokok oktatdsakor kilon hangsulyt kell kapnia a térbeli tervezés
képességének. Figyelembe kell venni az inhomogén anyagot, az alakvaltozdsokat és a
terhelési eseteket. A modern robottechnika és az alapanyag konny( megmunkalhatdsaga
olyan geometriai szerkezetek gyartasat is lehet6vé teszi, ami eddig elképzelhetetlen volt az
épitészetben. Az innovativ faépitészet Uj kihivasok elé dllitja az oktatékat, hallgatékat és a
szakma valamennyi résztvevgijét. A térbeli tervezéshez elengedhetetlen a térlatas fejlesztése,
a szamitdgépes programok, virtualis valosadg és a mesterséges intelligencia hasznalata.
Kulcsszavak: faépitészet, dbrdzolé geometria, 3D programok, virtudlis valdsdg, oktatds

Geometric challenges in timber architecture
Péter SZABO

Department of Creative Industries, Faculty of Wood Engineering and Creative Industries, University of
Sopron, Sopron, Hungary, email: szabo.peter@uni-sopron.hu

Abstract

The design and construction of timber structures in the construction industry requires
complex geometric knowledge. It is challenging to design a carpentry or timber frame
without a knowledge of descriptive geometry, even using 3D computer design programs. The
ability to design spatially should be a particular focus in the education of engineers working
in timber construction. Inhomogeneous material, deformation and load cases should be
considered. Modern robotics and the ease with which the material can be worked make it
possible to create geometric structures that were previously unthinkable in architecture.
Innovative timber architecture presents new challenges to teachers, students and all those
involved in the profession. Spatial design requires the development of spatial vision, the use
of computer programs, virtual reality and artificial intelligence.

Keywords: timber architecture, descriptive geometry, 3D software, virtual reality, education
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1. Bevezetés

Az térképek, épliletek abrazolasa tobb mint 6tezer évre nydlik vissza. Olyan rajzok, tervek,
amik az kivitelezést segitették azonban csak nagyon ritkan kertltek el6 a torténeti korokbél. A
faszerkezetek dokumentaldsa, azok Osszetettsége miatt, kiilon kihivast jelentett az
abrazolasok terén. Az egyik legkordbbi ismert faszerkezeteket bemutatd dokumentacid,
Yingzao Fashi (Epitési Szabvanyok Kényve) a Song-dinasztia idején, 1103-ban jelent meg
Kindban, és Li Jie csaszari hivatalnok allitotta 6ssze (1. dbra). Ez a m{ a hivatalos épitési
szabvanyokat foglalta 0Ossze, célja az épitési folyamatok szabvanyositasa volt a
nyersanyagokkal és munkaerével vald takarékoskodas érdekében. A Yingzao Fashi nem
csupan technikai Utmutatot nydjtott, hanem egy szimbolikus rendszert is alkotott, amelyben
az épitészet erkolcsi és politikai értékeket tikrozott [1]. A korai dokumentacidk altalaban
részletes leirdsokkal, szabalyokkal és metrikus el&irdsokkal szolgaltak, amelyek lehetévé
tették az épitmények pontos és kovetkezetes felépitését. A Yingzao Fashi példaul tizenharom
rendszert hatdrozott meg, amelyek lefedték az alapozastdl a szerkezet épitésig, az acs- és
kémdlvesmunkdkig minden fontos épitési teriletet. Az épliletelemek megnevezésekor a
kézmUivesek sokszor metaforakat és botanikai kifejezéseket hasznaltak, példaul a konzolokat
viragokra és dgakhoz hasonlitottdk, ezzel erdsitve az épitészeti elemek vizualis jelentését és
kulturalis vonatkozasait. A tobbszor mdsolt mlnek tobb abraja is fennmaradt, szemléletes
“axonometrikus” abrakkal szemléltetve az egyes fa alkatrészeket és csomdpontokat. Ez a
korai dokumentacid nemcsak az épitészeti tudas rendszerezésében volt Uttéré, hanem
megteremtette a modern épitészeti dokumentacid alapjait is.

Az elkovetkez6 évszazadok mind sorra letették a kézjegyliket a tervek
dokumentaldsaval és a térbeli megjelenitéssel kapcsolatban. A “modern” mérndéki munkat a
Monge vetitési rendszer és az dabrazold geometria kialakuldsa tette lehetévé. Ezek a
“mddszerek” mind a mai napig szerves részét képezik a mérnoki oktatasnak és a kivitelezési
gyakorlatnak. A CAD rendszerek és a CNC technolégidk egyre kisebb teret adnak a
hagyomanyos geometriai szerkesztéseknek és a hagyomanyos kivitelezésnek. A magan
épitkezések soran az acsok és badogosok mind a mai napig hasznaljadk az dbrazolé geometriat
a csomopontok vagy a zsindérpad elkészitésénél. Az acsipari CNC-k azonban el6revetitik, hogy
a “hagyomanyos” szakipari munkdak és a megtanult geometriai tudas eltlin6ben van.

2. Modern faszerkezetek

Az elmult években az épit6anyagok és szerkezetek terén komoly valtozasok torténtek. A
faépitészetben a gerendakat és oszlopokat mar régen felvaltottdk a ragasztott fatarték,
amiket mar nem csak sikban tud “meghajlitani” a gyarté. A lapszerkezetek hasznalata is
gyakoribba valt a kereszt laminalt (CLT) tdblak el6retorésével. A hagyomanyos fakotéseket
régen felvaltottadk a méretezhetd, mérndki kotések. A CAD rendszerek, végesesem méretez6
programok parametrikus tervezés és a robot technoldgia mara olyan szintet ért el, hogy
eddig elképzelhetetlen konstrukcidk kerlilnek le a tervezGasztalokrél. Ezek a formak,
kapcsolatok, szerkezetek mar nem jelenithet6éek meg egy “hagyomanyos” Kkiviteli
tervdokumentacidban (2. dbra). Ezek a szerkezetek nem abrazolhatéak a Monge képsikokban,
és az abrdzolé geometria sem jelent segitséget a térbeli megjelenitésben. A mérnokok
képzése sordn a szemlélet ataddsan tdl mar nincs gyakorlati szerepe a klasszikus
tervdokumentacio készitésének.
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2.1. Rudszerkezetek

A szabadon formalt felliletek lefedése és alatamasztasa rudszerkezetekkel nagyfoku
rugalmassagot biztosit, mivel a rudak kiilonféle irdnyokban és szogekben helyezhet6k el (1.
abra), hogy kovessék a fellilet alakjat. A rudszerkezetek konnyen alkalmazkodnak a bonyolult,
organikus formdkhoz, mivel az egyes rudak ©sszekapcsoldsdval egy rugalmas, haldszerd
struktura alakithaté ki [2]. Az ilyen szerkezetek kialakitasakor fontos, hogy a rudak talalkozasi
pontjait precizen tervezzilk meg, mivel ezek a csomdpontok hatarozzdk meg az egész
szerkezet stabilitasat. A digitalis modellezés és parametrikus tervezés segitségével a tervezék
képesek pontosan meghatdrozni a raidkomponensek hosszat és sz6gét, hogy az illeszkedés és
a szerkezeti integritds is garantalt legyen [+]. A modern faszerkezetekben a rudszerkezetek
kiilonosen hasznosak lehetnek kdnny(l és gyorsan szerelhet6 rendszerek kialakitasahoz. A
szerkezet allhat akar teljesen kiilonb6z6 méretl és formaju egyenes rudakbdl. llyen szerkezet
dokumentaldsa elvben torténhet a hagyomanyos 2D-s tervlapok formdjdban, azonban a
csoméponti elemek mar tulmutatnak a hagyomanyos technikakon. A kivitelezés, allvanyozas
is nehezen képzelhet6 el a robottechnoldgia nélkil.

faszerkezet tipusok

faszerkezeti
csombpontok
Yingzao fashi
épitési szabvanyok
LiJie (1103)

tetbablak
szerkeszts feladat
acsoknak

(Hantos Zoltan)

gerenda szerkezet
‘jové faja"
gramazio kohler,
ETH zurich

lemez szerkezet
papirhajtogatas
alapjan

[ S—

—e
tobb iranyban
hajlitott

rétegelt ragasztott
fatartd \

1. dbra. Faszerkezet tipusok [5]
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2.1. Lapszerkezetek

A lapszerkezetek a szabadon formalt felliletek lefedésének és alatdmasztdsanak masik fontos
eleme, kiilonosen ott, ahol nagy, Osszefliggé felliletek sziikségesek. A lapokkal vald
szerkesztés lehetGséget ad arra, hogy egyedi formaju és mintazatu burkolatokat hozzunk
létre, amelyek meg6rzik a felllet folytonossdgdt. A lapszerkezetek tervezésénél
kulcsfontossagu a lapok pontos vdagdsa és Osszeillesztése, kiilondsen, ha kiilonb6z6
szogekben kapcsolddnak egymashoz (1. dbra). A digitdlis szimulacio lehet6vé teszi, hogy a
lapokat pontosan az el8irt szogben vagjak, valamint a lapok kozotti csatlakozasok stabilitasat
optimalizaljak. A gerenda csatlakozdsok geometriai egyszerlsége lehetGvé teszi, hogy a
robotizalt gydrtas soran egyedi, mégis kdnnyen Osszeilleszthet6 elemekbdl allé szerkezetek
jojjenek létre. A modellezési algoritmusok lehet6séget nyujtanak a terhelési adatok valds
idejd figyelembevételére, ezaltal az elemek mérete és helyzete az aktudlis terhelési igények
szerint valtoztathatd, ami hozzajarul a szerkezeti hatékonysag noveléséhez. A lapszerkezetek
alkalmazdasa kiilonosen hatékony a nagy iv(i és organikus formak [3], példaul kupoldk vagy
“hulldmzd” tet6szerkezetek kialakitdsaban.

tervdokumentacio
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- \ ol | 44
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Harmashegyi kilato
Debrecen, 2013.
Tervezd: Szabo Féter,
Hantos Zoltan

2. dbra. Hagyomadnyos kiviteli tervdokumentdcio
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Az egyes lap elemek 2D tervei elkészithet6ek, azonban az oldalak fogazdsa, szogbevagdsa mar
kivitelezhetetlen CNC-technolégia nélkiil. Ezekben a rendszerekben az egyes elemek kozotti
csomépontok vizualizdcidja nem csupdn az épitészeti tervezés szempontjabdl kritikus, hanem
a szerkezeti stabilitds és a gydrtas megvaldsithatésaganak elemzéséhez is alapvet6. A
lapszerkezetek vizualizaldasanak egyik f6 kihivasa, hogy a hagyomanyos kétdimenzids rajzok és
a haromdimenzids modellek gyakran nem elegendd&k a szerkezetek bonyolult geometridjanak
teljes értelmezéséhez. Ehelyett olyan digitdlis szimuldcios és megjelenitési technoldgidk
sziikségesek, amelyek lehetévé teszik az interaktiv modellezést és az anyagszerkezetek
kdzvetlen manipuldlasat a tervezési folyamat soran.

2.2. lives gerendak

Az ives gerendakkal vald alatdmasztas a szabadon formalt fellletek egyik legrégebbi és
legmegbizhatdbb megoldasa, kiilondsen olyan strukturdk esetében, amelyek nagy terhelést
kell, hogy elviseljenek. Az ives gerendak lehet6vé teszik a terhelés egyenletes elosztasat, és
stabil aldtdmasztast nyujtanak a fellilet barmely pontjan. A modern faépitészetben az ives
gerenddk azonban akar tobb irdnyba is lehetnek hajlitottak, ezzel kilépve a 2D
dokumentacidk tertletérdl (1. dbra). A tobb irdnyba hajlitott ragasztott gerenddk lehetévé
teszik, hogy szokatlan, aszimmetrikus és egyedi formak, feliiletek j6jjenek létre. Az ives
gerenddk pontos alakjat a szamitégépes modellezés segiti, amely lehetévé teszi a tervez6k
szamara, hogy a gerendak alakjat és d6lésszogét a terheléshez igazitsak. Ennek kdszénhet6en
olyan szerkezetek hozhaték l|étre, amelyek nemcsak vizudlisan lenyligoz6ek, hanem
hatékonyan képesek kezelni a kiilonb6z6 irdnyu terheléseket is.

3. Uj technolégiak
3.1. Robotika

A robotika alapvet6 szerepet jatszik a modern faépitészeti szerkezetek létrehozasaban,
kiléndsen ott, ahol az elemek geometriai sokfélesége és a kilonleges kapcsolddasi pontok
miatt nagyfoku rugalmassagra van szikség. A legmodernebb faszerkezetek kivitelezései
robotizalt folyamatokon alapulnak, ahol a robotok minden elemet egyedileg vagnak méretre
és az el6re meghatdrozott helyzetiikbe helyezik. Ez a ,szekvencidlis robotizalt gyartads” [3]
lehetévé teszi, hogy az egyes elemek egyenként, valds idében keriiljenek feldolgozasra és
Osszeallitdsra, csokkentve a geometriai eltérésekbdl adddd problémakat. A robotizalt
rendszerek preciziés mozgasvezérlése, valamint a tObbtengelyes forgatas és pozicionalds
biztositja, hogy minden elem az el6re meghatarozott pontossaggal és szogben illeszkedjen.

3.2.  Virtualis valésag

Az innovativ VR technoldgiak lehet6séget adnak arra, hogy a tervezék, mérnokok és lGgyfelek
interaktivan felfedezzék a digitalis modelleket, még a tényleges épitési folyamat megkezdése
el6tt. Ez nem csupdn vizudlis élményt nydjt, hanem lehet6vé teszi a szerkezeti rendszerek,
csatlakozasok és kiilonféle épitési szempontok részletes vizsgalatat, ami jelentGsen
megkonnyiti az esetleges problémak id6beni feltarasat és javitasat.
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A VR kornyezet segiti az iterativ tervezési folyamatot, ahol minden elem elhelyezkedése és
orientaciéja azonnal ellen6rizhet6 és modosithatd. A virtudlis térben megjelenitett
szerkezetek révén a tervez6k és gyartok részletesen megvizsgalhatjdk az egyes elemek
beépitési sorrendjét és kapcsoldddsi pontjait. A VR-szimulaciék révén a tervezlk és
mérnokok a robot mozgasi palydit is el6zetesen ellendrizhetik, ezaltal biztositva a zavartalan
és pontos gyartdsi folyamatot.

3.3. Maesterséges intelligencia

Az MI alapu generativ tervezési eszkozok a tervezési folyamat egyik legizgalmasabb
fejlesztését jelentik. Ezek az eszkozok képesek kilonféle szerkezeti és geometriai paraméterek
alapjan létrehozni és modositani a digitdlis modelleket, igy a tervez6k szdmos kilonbozé
megoldasi lehetdséget vizsgalhatnak, miel6tt a végleges strukturat kivalasztandk. Az egyszer(
elemekbdl allé, robotizalt gyartdsi folyamatra optimalizalt fa szerkezetek esetében az Ml segit
abban, hogy a tervez6k kiilonb6z6, egymastdl eltér6 formaterveket gyorsan,
koltséghatékonyan és nagy precizitassal valdsitsanak meg. Az algoritmusok lehet&séget
adnak arra, hogy figyelembe vegyék az egyes elemek méretét, alakjat, illeszkedését és
teherbirdsat, igy optimalizdlva az anyagfelhasznalast és csokkentve a hulladékot. Az MI-
algoritmusok segitenek abban, hogy a robotok optimdlis mozgdsi Utvonalakat és szerelési
sorrendeket vdlasszanak, figyelembe véve az adott szerkezet és a gyartdsi folyamat
sajatossagait. Az Ml képes valés idejl visszajelzést adni a robotok szdmara, amely csdkkenti
az emberi beavatkozas sziikségességét, igy gyorsitva a teljes gyartdsi folyamatot és
csokkentve a hibak esélyét.

4. Osszegzés
4.1. Dokumentacio

A modern faszerkezetek dokumentalasa jelent6s atalakulason ment keresztil, mivel a
hagyomanyos mdszaki rajzok mar nem nyujtanak elegend6 tamogatast a komplex geometriai
formdk létrehozdsahoz és a gyartasi folyamatok pontos irdnyitasahoz. A faépitészet egyre
Osszetettebb formadkat igényel, amelyek a digitdlis tervezési technolégiak és a robotizalt
gyartds elGnyeire épitenek. A haromdimenzidos (3D) modellezés és a digitdlis tervezési
eszkdzok integraldsa elengedhetetlenné valt, kiléndsen az olyan szerkezetek esetében,
amelyek nem standardizalt, egyedi elemekbdl éplilnek fel, mint példaul az algoritmusok altal
tervezett vagy parametrikus tervezési mddszerek altal készitett szerkezetek. A 3D tervezés
lehet6vé teszi az egyes faelemek pontos geometriai és szerkezeti jellemzGinek
megjelenitését, beleértve a csatlakozasi pontokat és a hajlitasi paramétereket. A digitalis
modellben az elemek pontos poziciondldsa és orientacidja meghatarozhatd, igy a teljes
gyartasi folyamat el6re megtervezhetd és ellenérizhet6.

4.2. Robottechnika

A robottechnoldgia szerepe elengedhetetlen, mivel lehet6vé teszi a digitalis modellek alapjan
torténd automatikus, nagy pontossagu kivitelezést. A modern robotizalt rendszerek képesek
a legkisebb geometriai eltérések kezelésére is, valamint az 6sszetett kapcsolédasok pontos és
gyors oOsszeallitdsara, amelyeket kézi mdodszerekkel nehezen lehetne kivitelezni [3].
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A robotizalt gyartds kiilonosen el6nyds az egyedi elemek gyartdsanal, ahol minden
alkatrész egyedi méreteket és orientaciét igényel. Osszességében a 3D tervek és a robotizalt
gyartastechnoldgia nemcsak a modern faszerkezetek gyartdsanak pontos dokumentdciojat
teszik lehetévé, hanem a fenntarthatdsagi célok elérését is tamogatjdk az optimalizalt
anyagfelhasznalds révén [4]. A mlszaki rajzok és kétdimenzids dbrazoldsok 6nmagukban mar
nem képesek kezelni a mai épitészeti és mérnoki kovetelményeket; a teljes digitalis folyamat
szlikséges ahhoz, hogy egy modern faépitészeti terv valéra valjon.

4.3. Oktatas

Ahhoz, hogy a jov6 épitészei és mérndkei teljes mértékben kihasznalhassak a robotizalt
technolégia adta lehet6ségeket, elengedhetetlen, hogy mar a képzés soran elsajatitsak a
robotok altal segitett gyartasi folyamatokat és programozasi alapelveket. A gyakorlati
oktatasban a robotizalt rendszerek hasznalata lehet6séget ad a hallgatéknak, hogy valés
id6ben kovethessék és beallithassak a robotok mozgasat, valamint megtanuljdk, hogyan
optimalizalhatok az egyes elemek és csomodpontok illesztései. Az oktatas igy biztositja a
robotika alapjainak megértését és alkalmazasat, ami hozzdjarul az innovativ épitési
technoldgiak széles korl elterjedéséhez és a digitalis tervezés, valamint a fenntarthatd
gyartas jovéjének alakitasahoz.

Az épitészeti és mérnoki oktatds szamdra a VR Uj horizontokat nyit a komplex
szerkezeti rendszerek megismerésében. A VR-élmények révén a hallgatok valdsagh(
kornyezetben tanulmanyozhatjdk a szerkezetek muikodését és stabilitdsat, valamint a
kapcsolddasok és csomoépontok pontos részleteit. Ez kilondsen hasznos az dabrazold
geometria és a digitdlis tervezés tanulasa soran, mivel a hallgatdék igy valdés id6ben
vizsgalhatjak az elméleti ismeretek gyakorlati alkalmazasat. A VR-technoldgiak beépitése az
oktatasba tehat el6segiti az interaktiv tanulast, amely alapvetf készségeket nyujt a jové
mérnokei és tervez6i szamdara. Az MI lehetéséget nyujt a hallgatéknak arra, hogy
megismerjék és gyakoroljak a generativ tervezési és optimalizacids mddszereket, valamint
betekintést nyerjenek a robotizalt gyartas és a prediktiv elemzések vildagaba. Az ilyen
képzések lehet6évé teszik, hogy a jové szakemberei ne csak passziv haszndldi, hanem aktiv
fejleszt6i is legyenek a mesterséges intelligencidval tamogatott eszkdzoknek, és képesek
legyenek komplex tervezési és gyartasi problémakat megoldani. Az Ml alapu megkdzelitések
integraladsa az oktatasba biztositja, hogy a jov6é mérndkei felkésziltek legyenek a digitalis és
automatizalt épitési technoldgidk kihivasaira.

Az oktatds szamara ezek a fejlesztések uj kihivasokat jelentenek. Az dabrazold
geometria, a digitalis tervezés és a parametrikus modellezés integraldasa az épitészeti
képzésekbe elengedhetetlen annak érdekében, hogy a kovetkezd generacid tervezdi és
mérnokei megfelel6 kompetencidkkal rendelkezzenek a komplex faszerkezetek
megvaldsitdsdhoz. Az acsok és badogosok hagyomanyos, kézi szerkesztési moddszereit
kiegészitve a digitalis technoldgia Uj készségeket kovetel meg, amelyek a geometriai alapok
mellett a térbeli gondolkodas és a szamitogépes szimuldcidk mélyebb megértését is igénylik.
Az oktatdsi intézmények szamara kihivas, hogy a didkok szamdara gyakorlati és elméleti
szempontbdl is atfogd tudast nyudjtsanak, amely egyarant kiterjed a hagyomanyos kézmdves
technikdkra és a legljabb technolégiai megoldasokra.
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Absztrakt

A cikkben a legs(rlbb — legritkdbb pakolasi problémaval foglalkozunk. Filep Lajos 1937-ben
megjelentetett egy publikaciét “Egyenl6 gombdokbél alld halmazok” cimmel a Vizlgyi
Kozleményekben. Ebben szdmos olyan stabil és homogén gémbpakolas slrlségét szamitja ki,
amelyekkel egyforma méretli részecskékbSl all6 szemcsés anyagok szerkezetét
modellezhetjliik. A célja az volt, hogy megtaldlja a legritkdbb gombpakoldst az ilyen
tulajdonsaguak kozul. A felsoroldsa nem teljes, de tartalmazhatja az liledékes szemcsés

« 7oz

igazoljuk, tovabbi vizsgalatok szlikségesek.
Kulcsszavak: gémbpakolds, érintési grdf, stirliségkorlat

On Homogeneous Sphere Packings
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Abstract

The paper addresses the densest — loosest packing problem. The paper presents the content
of a publication written by Lajos Filep on , Sets of equal spheres” (Publications in Hydrology)
in 1937 [1]. He calculated the densities of some stable and homogeneous sphere packings
that may model the structure of granular materials of equal particles. His aim was to find the
loosest sphere packing with such properties. His list is not complete but his list may contain
the loosest configurations of sedimentated grain materials of equal spherical particles which
may occur in nature. To check this, further investigations are needed.

Keywords: sphere packing, contact graph, density bound
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1. The work of Filep related to the densest — loosest packing problem of
equal spheres

As far as the theoretical approach, we know very few about the relation of the densest —
loosest packing of the grains. The densest state is available for equal spheres only. Hales
(2006 [2]) proved that the maximum density of packing of equal diameter spheres is
7/v/18 ~ 0.7404 ..., so the void volume has density at least 1 — 7/v/18 ~ 0.2595 .... It can
be easily seen that there is a packing of equal spheres with arbitrary small density whose
union is a connected subset of the 3-dimensional space, and then the density of the void
volume can be arbitrarily close to 1.

There is a paper written by Lajos Filep on ,Sets of equal spheres” (Publications in
Hydrology) in 1937 [1]. He introduced the term ,uniform sphere packing” for such sphere
packings where the packing is connected, stable and the configurations of touching spheres
(neighbours) at every sphere are congruent in the packing. He tried to determine the
possible uniform sphere packings when the neighbours of a sphere lie in at most 3
consecutive parallel layers (a layer is a subpacking in which the sphere centers lie in a
horizontal plane, and it is assumed that the layers are congruent copies of each other in a
uniform sphere packing), and the layers form uniform packings. He listed the found extremal
configurations of such uniform sphere packings (that is, where the density is maximal or
minimal for a given combinatorial structure of touching spheres). His work was intuitive, so
there was no proof of the completeness of his list of uniform sphere packings in any sense. It
turnes out that these packings are homogeneous, that is, for any two spheres in the packing,
there is a congruency for which the image of one of those spheres is the other sphere, and
the packing is mapped to itself, and furthermore, the image of any layer is a layer again in the
packing.

Filep’s goal was also to determine the extremal densities of the listed sphere packings
which may occur in nature. To do that, he explored the literature and considered his
experience to figure out some additional properties of sphere packings which model stable
sedimentated grain materials. Comparing those properties to his listed extremal sphere
packings, he found the densest and loosest packings among them, in general, and in different
circumstances, corresponding to stable grain materials. He found that if the void volume is
larger than about 66%, then there are possibly some adhesion type contact forces between
the grains. If the void volume is less than about 26%, then this can be attributed to the
different particle size exclusively (Filep, 1937 [1]).

It turns out that Filep’s list is not complete, since some uniform circle packings from
[5] are not listed in Figure 1 (see in Section 4), and there might be other missing
configurations as well. However, the loosest configuration he found might be the loosest of
all possible configurations — to check this, further investigations are needed.
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2. Properties of stable granular materials determined by Filep

Filep was an engineer with a good mathematics education background. He tried to model the
properties of sand and gravel. Let’s take a look how he translated the properties of grain
materials of equal particle size to sphere packings, and what assumptions he made about
their properties in [1]. He assumed that every particle of a material is a sphere. The particles
are equal spheres forming a packing. Their shapes are not changed, and no force plays role
among them. He assumed that the grain material is constricted, no movement of particles
are possible in the packing without moving all other particles. In geometric terms, it means
that he packing is stable, that is, there is no subset of spheres in the packing which can be
moved to a different position in a way that the packing remains a packing during the whole
process. These assumptions on the geometry of the sphere packing imply the following
properties:

Property 1. Any sphere in the packing has no open semisphere without point of contact with
other sphere in the packing.

Property 2. The sphere packing is connected.
Property 3. The minimum number of neighbours is 4 for a sphere in the packing.
Property 4. The maximum number of neighbours is 12 for a sphere in the packing.

We note that Property 1 is equivalent with the property that the sphere center lies in
the interior of the convex hull of the points of contact of the sphere, for any sphere in the
packing. Property 2 is also a consequence of the stability requirement. Property 3 is a
consequence of Property 1. Property 4 is known about sphere packings, as the result of the
13 spheres problem, a polemy between Newton and Gregory, rigorously settled by Schiitte
and van der Waerden only in 1953 [4].

3. Assumptions made by Filep to simplify the densest — loosest packing
problem

Filep assumed homogeneity of the considered sphere packings, which ensures that the
packing looks like the same locally:

Assumption 1. The packing is uniform, that is, the arrangement of neighbours of a
sphere in the packing is the same for each sphere, up to congruency.

Filep’s presumption was that grain particles are settling in layers, and the previously settled
particles are already constricted, so the new particles stay in layers which are congruent to
each other and they form uniform packings, because the packing of the grain particles should
appear to be similar at every particle. Therefore, he introduced the notion of layers and there
aforementioned properties in the sphere packings.

Assumption 2. The packing consists of horizontal layers, that is, the sphere centers lie
in horizontal planes, parallel to each other. Furthermore, the layers form uniform sphere
packings which are congruent to each other

It was his belief that the parallel layers are dense enough and therefore far enough from
each other, namely the plane containing the sphere centers of a layer cannot have a common
point with a sphere from a consecutive layer. This implies the following:

92



Assumption 3. All neighbours are in at most three layers for every sphere: in its layer
(called middle layer), and in consecutive layers (in a layer above, and in a layer below).

From connectedness (Property 2) follows the following:

Property 5. There is a neighbour towards a consecutive layer for every sphere in the
packing, in both directions.

From the stability of sphere packing (Property 1), we have the following special case:

Property 6. There are two opposite neighbours towards the two consecutive layers in
the packing only if there are at least 3 neighbours in the same layer as the sphere (in the
middle layer).

4. Description of the configurations determined by Filep

Filep determined a list of 42 sphere packings fulfilling the above-mentioned assumptions and
properties, and having extremal (maximal or minimal) densities. Those are constructed based
on 11 distinct layers of sphere packings (that is, sphere packings in which the sphere centers
lie in a plane), and the sphere packing is formed by parallel layers that are congruent to the
given layer (using translations and sometimes rotations as well). Consecutive layers in such a
packing can be placed in several ways in both directions to get all parallel layers, and by
several ways we mean that we may use different kind of translations to position consecutive
layers. This way we get different arrangements of neighbours of a sphere. If the vertical
positioning of two consecutive layers are given, then the horizontal distance between those
layers are determined since we push together the two layers as close as possible until some
sphere of a layer touch a sphere from the other layer.

The sphere packing in a layer can be represented as a circle packing by intersecting
the spheres of the layer by the plane of the sphere centers of the layer. A basic polygon can
be drawn in such a plane whose congruent copies tile the plane and those copies are
situated the same way as the circle packing of the plane, that is, for any two copies of basic
polygons in the tiling of the plane there is a movement of the plane to itself which brings the
circle packing to itself, the tiling of basic polygons to itself and one of the two basic polygons
to the other. Filep calculated the density of his constructed sphere packings by the following
formula:

4r3m 2n
3 A(m; +my)

5(P) =

In the formula, the first factor is the volume of a sphere of radius r, m; and m, are
the distances of the lower and upper layers from the middle layer (that is, the distances of
the parallel planes of the sphere centers between the middle layer and a consecutive layer in
both directions), A is the area of the basic polygon and n is the average number of circles
corresponding to a polygon (that is, how many circles we need to choose that when we make
copies of the basic polygons to tile the plane (using translations and rotations) then all circles
of the circle packing can be produced with the same transformations (translations and
rotations) and every circle should be obtained only once. The complementer density of the
sphere packing is just 1 — 6§ (P).
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Filep listed the 11 basic polygons he found and the corresponding subcases for each
basic polygons, from subcase 1.1 to 11.4, having the total of 42 sphere packings. For each
subcase, A4, n, m;, m, were determined, then §(P) and 1 — §(P) were calculated. The
lowest complementer density is attained in subcase 1.6 (25.95%), and the highest
complementer density is attained in subcase 8.1 (71.81%).
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8

Figure 1. The 11 basic polygons and the
corresponding circle packings
(based on Filep’s paper). The dashed circles
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Table 1. The 42 packings as subcases showing vertical arrangements of sphere centers of three
consecutive layers (based on Filep’s paper, O: upper layer, +: middle layer, ®: lower layer).
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5. Further properties of stable granular material by Filep, and conclusion
of the densest — loosest packing problem by Filep

By further considerations of properties of stable sedimentated grain material, the high
complementer density subcases 8.1 (71.81%) and 5.1 (69.33%) were rejected, and the
highest complementer density in subcase 11.1 (65.99%) was accepted as possible sphere
packing corresponding to constricted grain material.

Since Filep’s list is not complete, as we mentioned it in Section 1, further
investigations are needed to discover the complete list of combinatorial structures and
extremal configurations (with respect to density) of possible sphere packings corresponding
to stable sedimentated grain material. Filep’s conclusion may be valid in the general case as
well, so the loosest sphere packing among these might have complementer density 65.99%,
but it is needed to be checked. We note that the sphere packing producing this density
coincides with the diamond cubic structure well-known in cristallograpy.
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