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OSSZEFOGLALO. Roviden bemutatjuk a sikbeli korre vonatkoz6 inverziét, majd példdkat adunk
ennek alkalmazdsédra, az Apolloniusz-féle feladatok, az arbelosz és a Papposz-korlancok szer-
kesztésére. A szerkesztések tujszeriisége abban rejlik, hogy az 6sszes feladat egységesen, nagyon
részletesen, a szerkesztési 1épések pontos nyomonkodvethetdségével, mindenki szdmdra elérhe-
téen van elvégezve. E tanulmény az elsé szerzé Tudomanyos Didkkori Konferencidra késziilt
dolgozatdn alapszik.

ABSTRACT. We briefly introduce the inversion on the plane circle and then give examples of its
application to the problems of Apollonius, the construction of arbelos, and the chains of Pappus.
The novelty of the edits lies in the fact that the whole exercise is carried out in a unified way, in
great detail, with precise tracing of the editing steps, in a way that is accessible to all. This article
is based on the first author’s paper submitted to the Scientific Students’ Associations.

1. Bevezetés

A geometria az emberiség egyik legrégebbi tudomdnyteriilete, Eukleidész Elemek [2] cimi
konyvének alapja is a geometria volt. Ez a konyv foglalja 0ssze a geometria alapvetd fogal-
mait €s axiomarendszerét, amelyet euklideszi geometriaként ismeriink. Az euklideszi elemek
altal meghatdrozott geometriai rendszer rendkiviil fontos volt az 6kori és a kozépkori matema-
tikdban, és ma is sz€les korben tanitjdk a geometria alapjaként. Azonban, ahogy az id6k soran
fejlodott a matematika, a geometria egyre kisebb szerepet kapott. Napjainkban a kézoktatdsban
mar nagyon kevés oraszdmban oktatjdk, és azt is kevés szerkesztéssel.

A dolgozatunkban azt mutatjuk meg, hogy viszonylag nehéz feladatok akar egyszertien is
megszerkeszthetéek. A szerkesztések soran nem hagyomadnyos korzét, vonalzét hasznalunk,
hanem a GeoGebra szerkesztGprogramot, mint segédeszkozt. Ennek az ingyenes programnak
a segitségével mindenki konnyedén kiprébalhatja és felfedezheti a geometriai szerkesztéseket.
Nem allitjuk, hogy ez kivéltja a hagyomdanyos szerkesztést, de ennek a szoftvernek a segit-
ségével gyorsan, egyszeriien, és latvanyosan be lehet mutatni szerkesztéseket. Szdmos példat
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lathattunk a GeoGebra hasznossagédra nemcsak a kozép-, de a felsdoktatas kapcsén is, példdul
Talata [6—8] munkaiban.

Dolgozatunkban egy jol ismert sikbeli transzformdacion, az inverzion (korre vonatkozo tiik-
r0zés) keresztiil adunk példdkat a GeoGebra hasznélatdra. Nem célunk mélyrehatéan bemu-
tatni az inverzidt, (ami [3]-ben megtaldlhaté) hanem az tgynevezett Apolloniusz-feladatkor
néhany alapfeladatdra és ezek specidlis, latvanyos dltaldnositasaira, az arbeloszra és a Papposz-
korlancokra, adunk szerkesztéseket. A GeoGebra segitségével egységesen elkészitett Apolloniusz-
féle alapfeladatok megoldésa online a https://www.geogebra.org/u/ujvaridani97 weblapon
elérhetd. Az alkalmazasok nemcsak bemutatjdk az Osszes lehetséges megoldasat, hanem azok
szerkesztését egységes szemléletben kezeli. A feladatok teljeskori elkészitésének gondolata a
Selye Janos Egyetem (SJE) harmadéves matematika tandr szakos hallgatok Geometria 3 kurzu-
son meriilt fel. E dolgozat alapjdul az els6 szerzd nyertes egyetemi TDK dolgozata [10] szolgal.
Megemlitjiik, hogy Sipos [5] az Apolléniusz-feladatok kdzépiskolai vonatkozasirdl is irt.

Meggy6z6désiink, hogy a feladatok minden geometria irdnt érdekl6 és geometridt tanuld
szamdra hasznos. Célunk még, hogy ha a kozépiskolaban a didkoknak az inverzié nem is tan-
anyag, akkor is a tanitasi 6rdkon, vagy szakkorokon a tandrok be tudjdk mutatni, hogy milyen
lehet&ségek rejlenek a geometriai szerkesztésekben. Tovabba, hogy felkeltsiik a didkok, hallga-
tok érdeklddését, és arra motivaljuk dket, hogy felfedezzék a geometriai szerkesztések vilagat,
amely sok tudomdnyteriiletnek elengedhetetlen alapjat képezi, mint példaul a robotika, naviga-
cid, vagy az optikai rendszerek.

2. A sikbeli inverziok

Ebben a fejezetben a sikbeli inverziérdl adunk egy rovid Osszefoglalot, amelynek egy preciz
targyaldsa [3]-ban megtaldlhato6.

Legyen adott a sikon egy O kozéppontd, r sugari k kor. Legyen P egy koron kiviili pont,
amelybdl hizzunk érintét a k£ korhoz, majd az E érintési pontot vetitsiik merSlegesen az O P
szakaszra. Igy kapjuk a P’ pontot (1. dbra), a P inverzét. Most legyen P egy O-tdl kiilon-
b6z6 belsé pont. Ekkor P-re alkalmazzuk visszafelé a szerkesztést, azaz az O P félegyenesre
allitsunk mer6legest P-ben. Ennek egyik metszéspontja a k korrel legyen F, majd E-ben szer-
kessziik meg a kor érintGjét és legyen ezen érint6 és O P metszete P’ pont. Ily médon minden
kiilsé ponthoz kolcsonosen egyértelmiien egy O-tdl kiilonboz6 belsé pontot tudunk rendelni.
Minden korponthoz rendeljiik 6nmagét. Ekkor a fenti sikbeli transzformdaciét korre vonatkozé
inverzionak nevezziik.

1. dbra. P pont inverz képe

Tovébba esetiinkben igaz, hogy az OP - O P’ értéke fiiggetlen P ponttdl. Az OPFE derék-
szOgl haromszogre irjuk fel az O F oldala a befogétételt (1asd [4]) és mivel OF = r, kapjuk,
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hogy

OP-OP =r°. (1)

7 2

A késbbbiekben sziikségiink lesz a sik minden pontjanak, igy az O pontnak is az inverz ké-
pére. Ezért ki kell terjeszteniink az inverziot a sik végtelen tavoli elemeivel kibdvitett projektiv
sikra. (Minden egyenesnek van egy végtelen tavoli pontja; parhuzamos egyeneseknek kozos a
végtelen tavoli pontja; a sik végtelen tavoli pontjai egy egyenest, az in. végtelen tdvoli egyenest
adjak. — Szokds a végtelen tdvoli pontokat és a végtelen tavoli egyenest idedlis pontoknak és
idedlis egyenesnek is nevezni.) Ekkor a sik végtelen tavoli pontjainak a k korre vett inverz képe
az O pont, és forditva.

Egy alakzat inverz képén az alakzat pontjainak inverz képeinek a halmazat értjiik.

A tovabbiakban vizsgéljuk meg egy kicsit részletesebben egy egyenes inverzidval vett képét.
Legyen adott a sikon egy, az inverzi6 alapkorének a kozéppontjat nem tartalmazé ¢ egyenes. A
t egyenesen vegyiik fel az A, B és C' pontokat. Hatarozzuk meg A, B és C inverz képét a k
korre nézve. A t egyenes végtelen tdvoli pontjanak inverz képe az O pont lesz. Az aldbbi inverz
pontok egy korre illeszkednek, tehat ¢ képe egy O-n dtmend kor (14sd a 2. dbrdn). A pontos
bizonyitds [3]-ban megtaldlhatd. Val6jaban ¢’ meghatarozasahoz elég lenne a ¢t egyenes O-hoz
legkozelebbi pontjdnak a képe is. A GeoGebraval val6 szerkesztés sordn nem kell az egyes
pontok képeivel foglalkoznunk, mert a programba mar be van épitve egy parancs, ami a korre
vonatkoz6 inverziot tudja kezelni nemcsak egy pont, hanem barmely alakzatra vonatkoztatva.
Ha t tartalmazza az O pontot, akkor ¢ = ¢/, azaz t invaridns az inverziéra nézve.

2. abra. Egyenes inverz képe

Osszegezve az egyenes inverzidjanak eseteit az alabbi 4llitdsokat kapjuk.

* Egy egyenes inverz képe mindig 4thalad az inverzié O kozéppontjan, és vagy kor, vagy
egyenes lesz.

* Ha a t egyenes nem halad &t az inverzi6 O koézéppontjan, akkor ¢’ egy kor.

» Ha a t egyenes tartalmazza az O pontot, t’ is egy egyenes, sGt t = t'.

» Ahol ¢t metszette, vagy érintette a k kort, ott fogja ¢’ is metszeni, vagy érinteni k-t.

Most vizsgéljuk meg a korok inverz képeit. Legyen adott egy tetszdleges e kor. Az e koron
vegyiink fel tetszélegesen harom pontot A, B és C-t (1asd pl. [12]). Hatarozzuk meg A, B és
C' inverz képeit a k korre nézve. Az igy kapott A’, B’ és C' pontokra illeszkedd kor az e kor
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3. dbra. Kor inverz képe

inverz képe ¢’ (lasd a 3. dbran). Megjegyezziik, hogy megint a GeoGebra inverzié parancsat
hasznaltuk. A pontos bizonyitds [3]-ban megtaldlhato.

Osszegezve a kor inverzidjanak eseteit az alabbi dllitdsokat kapjuk.

» Egy kor inverz képe kor, vagy egyenes.

* Ha az e kor nem halad 4t az inverzi6 O kozéppontjan, akkor €’ egy kor.

* Ha az e kor tartalmazza az O pontot, ¢’ egy egyenes.

* Ahol e metszette, vagy érintette a k kort, ott fogja ¢’ is metszeni, vagy érinteni k-t.

2.1. Osszegzés

A sikbeli inverzi6 a kozéppontdl eltekintve kolcsondsen egyértelmi, ponttarto, illeszkedéstarto,
szogtart6 leképezés, amely az egyeneseket €s koroket egyenesbe, vagy korbe viszi at. A végtelen
tavoli pontok képe az O pont és az O képe barmely végtelen tavoli pont lehet. A tovdbbiakban
ezen tulajdonsdgokat fogjuk felhaszndlni a szerkesztéseinkben.

3. Apolloniusz-feladatok

Ebben a fejezetben olyan geometriai feladatokat, problémdkat fogunk targyalni, amelyek az
inverzi6 ismeretével egyszerlibben megoldhatéak, mint hagyomanyos euklideszi szerkesztések-
kel. Apolldniusz irt két konyvet Contacts (eragpar — Epaphai, Tangencies) cimen, amelyben
felvetette és meg is oldotta a hires problémadit [ 1, 5]. (Sajnos az eredeti konyv méra elveszett.) A
probléma a kovetkezd: legyen adott harom alakzat, amelyek lehetnek pontok, egyenesek vagy
korok. Szerkessziink olyan kort vagy egyenest, amely érinti az alakzatokat (dtmegy a pontokon).
Igy keletkezett tiz feladat. Az egyszertibben megoldhatékat az elsé konyvében irta le, mig az
Osszetettebb megoldést igényld feladatokkal a masodik kotetben foglalkozott. Az egyszeriibb
esetek: ha példaul harom pontra kell egy kort rajzolnunk, vagy hdrom egyeneshez kell érin-
t6 kort szerkeszteniink. Ezek a haromszog koré és bele irhaté korok esetei. A legosszetettebb
feladat az an. kor, kor, kor feladat, amikor harom korhoz keresiink érint6 koroket.

A kovetkezokben bemutatunk néhdny esetet nem teljes részletességgel, a szerkesztéseket a
GeoGebra szoftverrel végeztiik el. Az Osszes eset részletes megolddsa [9]-ben tekinthetd meg.
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3.1. Egyenes, egyenes, kor

Feladat. Adott a sikon két egyenes €s egy kor (fekete). Szerkessziink olyan kort mely érinti az
adott elemeket (piros).

Elemzés. Az adott koriinket ponttd kicsinyitjiik és a kor sugaranak nagysagaval parhuzamosan
eltoljuk az egyeneseket. Ekkor kapunk egy pont, egyenes, egyenes feladatot. Az eredeti (egye-
nes, egyenes, kor) és a transzforrmdlt (pont, egyenes, egyenes) feladat esetében a keresett korok
kozéppontjai megegyeznek, sugaruk pedig a kicsinyités nagysdgéaval (a kor eredeti és a jelenle-
gi sugaranak kiilonbsége) kiilonboznek [?9]. A pont, egyenes, egyenes feladat esetén valasszunk
egy tetszbleges inverziot, melynek kozéppontja a pont. Ekkor a pont képe a végtelenben lesz, a
két egyenesbdl metsz6 koroket kapunk, és igy a két korhoz kell megszerkeszteniink a két érintd
egyeneset. Ezen egyenesek inverz képeit kell nagyitani a végsé megolddshoz. Mivel az egyene-
seket két irdnyba tudjuk eltolni, igy kétszer két megoldast kapunk 4ltalaban. Egy altaldnos eset
megolddsa lathaté a 4. dbrdn. A szerkesztés menete az aldbbi linken elérhet6: Kor, egyenes,
egyenes szerkesztésének menete GeoGebraval [9].

4. dbra. Két egyenest és egy kort érintd korok

Diszkusszié.
* Hat és f metszik egymast és p kor nem érinti az egyeneseket, akkor négy megoldas lesz.
* Ha érinti a p kor valamelyik egyenest, akkor hdrom megoldés lesz.

* Ha az egyenesek metszéspontja €s a kor kozéppontja egybeesik, akkor nyolc megoldas
lesz.

* Ha f és t parhuzamos és p a két egyenes kozotti sikon helyezkedik el, akkor két megol-
ddsa van a feladatnak.

* Haaz f ést egyenesek parhuzamosak, és a p kor valamely egyenes tiloldalan helyezkedik
el, de érinti az egyenest, akkor egy megoldasunk van.

* Haaz f ést egyenesek parhuzamosak, és a p kor valamely egyenes tiloldaldn helyezkedik
el, de nem érinti az egyenest, akkor nincs megoldédsa a feladatnak.
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3.2. Egyenes, kor, kor

Feladat. Adott a sikon egy egyenes és két kor. Szerkesszen olyan kort, amely €érinti az egyenest
és a két kort.

Elemzés. Kicsinyitsiik le mindkét kort annyira, hogy az egyik ponttd zsugorodjon. Ekkor az
egyenest is eltoljuk parhuzamosan a kicsinyités tavolsdgdval. igy kapunk egy pont, egyenes, kor
Apolloniusz-feladatot. Legyen az inverzid alapkore egy tetszéleges pont koriili kor. Alkalmazva
az alakzatokra ezt az inverziét, kapunk egy kor, kor feladatot (a pont képe végtelenben van),
azaz a két korhoz kell megszerkeszteni a kozos érintdket. Majd ezek inverz képeit nagyitani
a végs6é megolddshoz. Mivel két irdnyba is el tudjuk tolni az egyenest, igy dltaldban kétszer 4
megoldasunk lesz (5. dbra).

5. dbra. Két kort és egy egyenest érintd korok

Szerkesztés menete. Egyenes, kor, kor szerkesztés menete GeoGebraval [9].

DiszKkusszio.

* Ha a két kor nem fedi egymadst, és az egyenes azonos oldaldn helyezkednek el, akkor
nyolc megoldas van.

* Ha az egyik kor érinti vagy metszi az egyenest, €s a masik kort nem fedi, de azonos
oldalon helyezkednek el, akkor négy megoldas van.

* Ha az egyik kor érinti vagy metszi az egyenest, €s a masik kor a metsz6 koron beliil
helyezkedik el, akkor két megoldasunk van.

* Ha az egyik kor a mdsik koron beliil helyezkedik el, €s nem metszik az egyenest, vagy a
két kor az egyenes két kiilonbozd oldalan helyezkednek el, akkor nincs megolddsunk.

3.3. Kor, kor, kor

Feladat. Adott a sikon harom kor. Szerkessziink olyan kort, amely érinti a harom kort.

Elemzés. Ebben a feladatban cstcsosodnak ki Apolloniusz feladatai. A korok kicsinyitésével
a feladatot visszavezetjiik a pont, kor, kor feladattd, ezt pedig egy pont koriili inverzidval a két
korhoz szerkesztett érintd egyenesek esetére. Vagy ha vesziink egy pontot valamelyik koron
és ezt tekintjiik az inverzi6é kozéppontjanak, akkor az egyenes, kor, kor esetre is vissza tudjuk
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6. abra. Harom kort érint6 korok

vezetni, amit pedig mar az el6z6ekben bemutattunk. Barmelyik megoldadsi mddszert is kovetjiik
altalanossdagban nyolc kiilonb6zd érintd kort kapunk (6. dbra).
Szerkesztés menete. Kor, kor, kor szerkesztés menete GeoGebraval [9].

Diszkusszio.
* Ha a harom kor nem fedi és nem érinti egymadst, akkor nyolc megoldés lesz..
* Ha két kor fedi egymast és a harmadik kort nem, akkor nincs megoldas.
* Ha az egyik koron beliil helyezkedik el a maradék két kor, akkor négy megoldas lesz.
* Ha a korok érintik egymast, akkor két megoldas lesz.

4. Arbelosz

A tovéabbiakban a korok érintkezésének egy specidlis esetét vizsgaljuk meg.

Az ,arbelos” kifejezés gorogiil cipészkést jelent. Ezt a kifejezést a 7. dbra arnyékolt teriile-
tére haszndljuk, amely az 6kori suszterek dltal hasznélt kés pengéjére emlékeztet. Arkhimédész
volt az els6 matematikus, aki tanulményozta ennek az alakzat a matematikai tulajdonsdgait. Az
arbelosz egy olyan sik teriilet, amelyet harom félkor hatarol, ugy hogy a félkorivek csucspontjai
egy egyenesen vannak, paronként megegyeznek €s a félkorok a csicspontok dltal meghatarozott
egyenes ugyanazon félsikjdban vannak.

Az arbelosznak szdmos érdekes tulajdonsdga 1étezik [11]. Ezek koziil kett6t bemutatunk.

Ivhossz tulajdonsag. Az arbelosz ivhossza a bezaré félkor mentén megegyezik a két kisebb
félkor mentén mért ivhosszal. Ezt egyszerten belathatjuk. Legyen a bezar6 félkor sugara 1, az
egyik kis félkor sugara r, akkor a masik kis félkor sugara 1 — r lesz. Igy az als6 és a felsd
ivhosszokra igaz, hogy

l=mr+n(l—r)=m.
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A B C
7. abra. Arbelosz

Teriilet tulajdonsag. Allitsunk merGlegest az atmérére B pontban, hogy az igy kapott egye-
nes metszéspontja a korivvel legyen D (8. dbra). A BD atmérdji kor teriilete megegyezik az
arbelosz teriiletével. Az allitds konnyen belathaté a megfeleld korok és félkorok teriiletének a
kiszdmolasdval.

A B C

8. dbra. Arbelosz teriiletével megegyezd kor

5. Papposz-korlancok

A Papposz-korlanc egy arbeloszon beliili, érintd korok ldncolata. Legyen h az arbeloszt alkotd
r sugaru félkor, hy pedig az a kor amely mindhdrom alkot6 félkort érint a 9. dbranak megfele-
16en. A lanc kovetkezd kore, a ho kor, €rinti a hq kort €s a hg-tdl kiillonb6zé masik két alkotd
félkort. fgy folytatva ezen érint6 korok definiciéjat, azaz a h,, kor érinti a h,,_; kort a két alkot6
félkort, kapjuk meg a korok végtelen sorozatdbdl a Papposz-korlancot (14sd a 9. dbra).

5.1. Papposz-korlancok szerkesztése korre vonatkozo tiikrozéssel

Az eldzbekben tirgyalt Apolloniusz-feladatokkal meg tudjuk szerkeszteni a korldnc elemeit,
mert mindig hdrom korhoz kell érintd kort szerkeszteni. Azonban ez egyesével szerkesztve
hosszadalmas megoldds lenne. Amennyiben megvizsgéljuk a 9. abrét, lathaté hogy két alko-
tégorbe érinti az Osszes korldncban elhelyezked6 kort. Egy harmadik kor pedig mindig érinti
az el6z6, illetve kovetkezd kort a ldncban. Az inverzid egyik alaptulajdonsiga, hogy illeszke-
déstarto, ezért elegendd a sikon megszerkeszteniink egy azonos méreti korokbdl allé érintkezd
lancot, melyek kozéppontja egy egyenesen helyezkedik el, valamint a két parhuzamos egyenest,
melyek érintik a lanc koreit. Majd ezen konstrukci6 inverz képe ad egy Papposz-korlancot és

tikkorképét (lasd 10. dbra és https://www.geogebra.org/m/ycjkbd2v).
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08

9. abra. Papposz-korlanc

h

10. abra

Szerkesztés.

5.2

Vegyiink fel egy tetszGleges A kozéppontu ¢ kort, mint az inverzi6 alapkore.

Vegyiink fel egy tetsz6leges E pontot.

Szerkessziik meg az A és E pontra illeszked6 egyenest — f.

Szerkessziink E kozéppontu tetsz6leges sugart kort — d.

A d kor és f egyenes metszéspontjaiban allitsunk merdlegest [ egyenesre — g, h egye-
nesek.

Szerkessziink f egyenesre merSlegest £/ ponton keresztiil, majd vegyiik az egyik met-
széspontjat d korrel — F' pont.

Legyen FF' = u vektor.

Szerkessziik meg a d kor és a g, h egyenesek inverz képét a c-re nézve — d', ¢’, h’ korok.
Az F kozépponti d kor toljuk el 24 és —2u vektorokkal és vegyiik ezek inverz képét.
Majd ismételjiik az eltoldsokat és az inverziét az Gjabb korlac elemeinek szerkesztéséhez
(lasd a 10. abra).

Korlancok Papposz-korlancban

Tovabbgondolva a Papposz-korldncot és az Apolloniusz-feladatokat arra a kovetkeztetésre ju-
tottunk hogy 0ssze lehet kombindlni 6ket. Ebben a fejezetben az iddig megismert appoloniu-
szi megoldasokat fogjuk haszndlni Papposz-korldncban. Azt mutatjuk meg, hogy egy Papposz-
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korlancon beliil is lehet még végtelen sok korlancot 1étrehozni. Ha a két parhuzamosunk ko-
z6é nem csupdn egy kort szerkesztiink, hanem tobbet, akkor tovabbi korlancokat kapunk. Ugy
készitjiik a tovabbi koroket, hogy azok is érintd korok legyenek. Elséként egy olyan kort szer-
kesztiink, amely érinti a két parhuzamoson beliili kort és az egyik egyenest. Itt alkalmazzuk az
egyenes, kor, kor Apolloniusz-feladat megoldasat, igy kapva meg az érintd kort. Az igy 1étrejott
érintd korhoz is szerkesztiink még érintd koroket, amelybdl még harom Apolldniusz-féle fel-

adat kovetkezik. Igy bévitve az dbrét végtelen sok korlancot vagyunk képesek definidlni (Idsd
a 11. abran).
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11. abra. Papposz-korlancon beliili érint6 korok inverz képe

Vegyiik a parhuzamos egyenesek kozé megkonstrudlt érintkezd korlancok inverz képét, egy
koron beliili érintkez6 korok sorozatait kapjuk, ahogyan ez a 12. dbran latszik. A GeoGebraval
elkészitett szerkesztés pedig a https://www.geogebra.org/m/bdfdjj53 lapon taldlhato.

12. abra. Papposz-korldncon beliili érint6 korok


https://www.geogebra.org/m/bdfdjj53
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