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OSSZEFOGLALO. Jelen tanulmanyban sajat tapasztalatainkat 6sszegzé modon vizsgaljuk a
surlodasi  er6 mérésének problémadit, kiilonds tekintettel a surlodasi  egyiitthato
meghatarozasara. Bemutatasra keriil az egyes modszerek alkalmazhatosaga és innovativ mérési
lehetdségek is felvazolasra keriilnek. A tanulmany kitér a mérések soran felmertiil6 kihivasokra
¢és ezekre megoldasi stratégiat kinal.

ABSTRACT. In this study, we summarize our own experience and examine the problems of
measuring the friction force, with particular regard to the determination of the coefficient of
friction. The applicability of each method is presented, and innovative measurement options
are also outlined. The paper will address the challenges encountered in measurement and offer
strategies for their solution.

1. Bevezetés

Mar az elemzd fizikai tanulményok kezdetén szerepel a strlodasi erd hatasanak vizsgalata a
testek mozgasara. A kozépiskolai tanulmdnyok soran van lehetdség a surlodas fizikédjanak
mélyebb megértésére, illetve a téma lehetdséget ad a vektorokkal kapcsolatos miiveletek
gyakorlasara. A megszerzett ismeretek késObb sziikségesek tovabbi fizikai jelenségek
modellezéséhez. A mérnoki problémak és szdmitadsok soran felmeriild surlodasi jelenségek
megertéséhez €s elemzéséhez tovabbi részletesség és komplexitas sziikséges.

Egy szilard test feliiletén cstisz6 (nem gordiild) szilard test csiiszasi surlddasara vonatkozd
tapasztalati torvény (Coulomb, 1736-1806) szerint a surlodasnal fellépd Fs surlodasi erd iranya
a test v sebességével ellentétes, nagysdga pedig kozelitdleg fiiggetlen a sebesség és az
érintkezési feliilet nagysagatol, és ardnyos a feliiletre merdleges nyomderd nagysagaval,
Fny-vel. Fs = p-Fny, ahol a i aranyossagi tényezo a cstszasi surlodas egyiitthatoja [1].

Egymassal érintkezd feliiletek kozti surlodasi erdk vizsgalatakor a tapadasi és csuszasi
surlodasi egylitthatd az 1. abran bemutatott médon definiélt. F jeldli a huzoer6t, Ft a tapadasi
surlddasi erdt, Fs a csszasi surlddasi erét. Az egymashoz képest nyugvo feliiletek kozott hatod
tapadasi surlodasi erd maximalis értékének és a feliileteket egymashoz szoritd nyomoerd
nagysaganak a hanyadosat tapadasi surlodasi tényezOnek vagy egyiitthatonak nevezziik.

! ENGLISH TITLE. Determining the coefficient of friction by experimentation
KuLCSSZAVAK. surlodas, surlodasi egyiitthato, gyorsulasmérd, erémérd, kamerakép-elemzés.
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1. dbra. A tapadasi €s csuszasi surlodasi egyiitthatd értelmezése

Adattarakban [”] talalhatunk anyag-parokra tapadasi és csuszasi surlodasi egyiitthatd
értekeket, ezek az értékek azonban nagyban fiiggnek az anyagok feliileti mindségétol. Ilyen
fogalmak, mint: sima, csiszolt, fiirészelt feliilet a gyakorlatban nem értelmezhetdk, a hozzajuk
csatolt adatok — jo esetben is — csak iranyadonak tekintheték. A feliiletek mindségét a feliiletek
nedvességtartalma vagy a kendanyagok hasznalata is olyan mértékben befolyésolja, hogy egy
megadott tdblazati adattol a mérés jelentdsen kiilonb6z6 eredményt produkalhat. Ezért a
mérndki gyakorlatban sziikséges az adott feliileti mindséget, paratechnikai és hdtechnikai
paramétereket figyelembe vevo ellendrzd vizsgalatokat végezni. A surlodasi egyiitthato értéke
elméletben nem filigg a testek sulyatol, a gyakorlatban azonban a nyomoerd drasztikusan tudja
véltoztatni a feliiletek min6ségét és érdességét a deformacié miatt. fgy egy konnyt testen
végzett kisérlet eredménye csak utmutatonak hasznalhatdo a par nagysagrenddel nagyobb
tomegli targyak esetében. Amennyiben pontos adatokkal kell szdmolnunk, alatdmasztod
kisérletekre lesz szlikséglink.

A gyakorlatban a tapadasi surlodast konnyebb meghatarozni, igy sokszor csuszasi sturlodas
esetében is a feladathoz megadott tapadasi egyiitthato értékekkel szamolunk. Két durva feliiletet
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nehéz egymason elmozditani, mert a feliileti egyenetlenségek konnyen egymasba tudnak
kapaszkodni (1. &bra). Ha csiszolassal csokkentjiikk a feliileti egyenetlenségeket, akkor a
strlodasi tényezOk csokkennek. Azonban, ha a csiszolast tovabb folytatjuk, - amit mar
polirozasnak neveziink - azaz rendkiviil sima feliiletek érintkezését hozzuk létre, akkor a
surlédasi tényezok (kiilondsen a tapadasi tényezO) meglepden nagy mértékben ndvekedni
kezdenek. Ilyenkor nem a makroszkopikus egyenetlenségek okozzak a surlddasi egyiitthatok
novekedését, hanem mikroszkopikusan egyre tobb atom keriil kézvetleniil egymas mellé, az
egymashoz igen kozeli elektronfelhdk jatékaként vonzo kolcsonhatas 1ép fel. Még azt is
megfigyelhetjiik, hogy a tapadasi surlodas mértéke novekszik, ha az érintkezéd feliileteket
el6zdleg egyre hosszabb ideig 6sszenyomva tartjuk. Nedves feliiletek esetében sokszor nem a
vékony vizréteg hatdsa (hatarréteg surlddas) jelentkezik, hanem a feliileti fesziiltség is
egymashoz tapasztja a vizsgalt anyagokat.

2. Mérési modszerek

2.1. Altalanos gondolatok

A surlédasi egyiitthatd meghatarozasanak feladata szdmunkra egy gyakorlati feltevés
igazolasa sordn mertilt fel. Kisérleteket végeztiink fa és k6 kozotti surloédas meghatarozasara.
Faanyagnak a libanoni cédrust, kének pedig a mészkovet valasztottuk. A feliileteket flirészelt
¢s csiszolt kivitelben, szaraz, nedves és olajozott feliiletek kozott vizsgaltuk. A tapadési
egylitthatot valtoztathatd szogil lejton, a surlodasit pedig vizszintes feliileten, rugds erdmérdvel,
lejtén pedig gyorsulas meghatarozasaval mértiik.

2.2. Eszkozok és modszerek

A tankonyvi” méréshez rugds erdmérd sziikséges. Az elméleti hattér ismeretében
kozvetett mérést is alkalmazhatunk, azaz a gyorsulasmérést idomérésre vezethetjiik vissza. Az
idémérés torténhet stopperrel, fotokapus alkalmazasokkal, mobiltelefon vagy digitalis kamera
alkalmazasaval, vagy akar gyorsulasmér6 szenzorral is (2. abra). Kozvetleniil gyorsulast tudunk
meghatdrozni alkalmas mobiltelefonnal, és a mar emlitett gyorsulasmérd szenzorral is.
Amennyiben pedig nincs sziikséglink nagy pontossagl surlodasi egyiitthato értékre, tapadasi
surlodasi egyiitthatd meghatarozasabol is kovetkeztethetiink a csuszési surlodasi egyiitthatora.
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2. abra. Mérési elrendezések a kiilonbozé mérdeszkozokkel torténd kisérletek esetén

2.2.1. Rugoés eroméro

Ha az erémérdvel egyenletesen (azaz a test gyorsuldsa 0) hizzuk a hasabot, az erémérd jo
kozelitéssel egy zérustol kiilonbozo, dllando értéket mutat. Mivel a hasabra a htizéerdn kiviil a
surlddasi erd is hat, a dinamika alapegyenletébdl tudjuk, hogy az a csuszasi surlodasi erd, ami
a huzoerdvel ellentétes irAnyu és azzal egyenlé nagysagu. Igy a konkrét mérésnél vizszintes
feliiletre helyezziik a mozgatni kivan testet. Ha a test tomege megengedi, akar ra is akaszthatjuk
az erdbmérdre és megmérhetjiik a miiszerrdl a test sulyat, amivel majd az alatamasztast is
nyomni fogja (Fny). Ha lassan, egyenletesen novekvo nagysagu erdt fejtiink ki a hasabra, akkor
leolvashatjuk azt az értéket, amelynél a hasab megindul. Ez az érték adja a tapadasi erd
maximumat, amibdl a tapadasi strlodasi egyiitthatd szamolhatd (Fap,max.=toFny). Majd, amikor
mozgésba jott a test, azt az er6t kell leolvasnunk, amely a test egyenletes mozgatasdhoz
sziikséges. Mivel a csuszasi surlodési erd nagysaga egyenesen aranyos a két feliilet kozott hato
Fny nyomoerdvel és a feliiletpar anyagi mindségétdl fliggd aranyszammal () azaz Fs=uFny - az
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el6z6hoz hasonldan — a 2 erd hanyadosaként kapjuk a cstszasi surlodasi egylitthatot. A mérés
a u <uo. Rugods erdmérd hasznalata soran szamolnunk kell a leolvasas pontatlansagaval, illetve
a pontos ,,egyenletes mozgatas” megvalositasa is emberi tényezo fliggvénye.

A vizszintes feliileten végzett méréseket ugy végeztiik el, hogy minden prébatest sulyat
pontosan 10 N értékre allitottuk be. Ennek megvaldsitasdhoz a probatestre edényt rogzitettiink,
igy vizet beletoltve, annak stlya pontosan bedllithatova valt. A rugds erdmérdn igy allandod
sebesség esetén a surlodasi egyiitthatd értékét tudtuk leolvasni. A leolvasast, kiértékelést
videofelvétel elemzése is megkdnnyitette.

2.2.2. Gyorsulds mérés

Novelhetd a pontossadg, ha a mérés soran a gyorsuldsmérést idomérésre vezetjik vissza. A
mérésnél azzal a feltételezéssel szamolunk, hogy a feliilet egyenletes, igy a surlodasi egyiitthatd
a mozgas sordn allandd. Az alland6 eréhatast ugy biztositjuk, hogy lejtd feliileten (a a lejtd
hajlas-szoge) csusztatjuk le a testet, igy - ha a nehézségi erd hatasa alatt allo test lecsuszik a
lejtbn - gyorsuldsa 4allandonak tekinthet6. Ez azt jelenti, hogy a négyzetes uttérvény
kezdbsebesség nélkiili formuldja alkalmazhato (1), (ahol s a megtett at, t a csuszas ideje, a a
gyorsulés):

q=2 (1)

t_z’

majd a surlodasi egyiitthaté szamolhato (2), (3):

ma = mgsin X —umgcosa, (2)
__ gsina—-a
~ gcosa (3)

Meérésiink elvégzése eldtt meg kell hataroznunk azt a szoget, melynek alkalmazasakor a
test mar lecsuszik a lejton. Ezzel egyben a tapadasi surlodas értékét is meg tudjuk hatarozni.

Fotokapu

Az 1démérés megvalosulhat hagyoményosan stopperrel. Mérésiink ebben az esetben csak
demonstracios, elméleti jellegli lesz, mivel az emberi reakcio6idd gyakorlatilag laboratoriumi
méreteket hasznalva sem kiiszobdlhetd ki.

Fotokapu alkalmazéisa kizarja a fenti hibat. Amennyiben rendelkezésiinkre all 2 db
fotokapu ¢és 1démérd egység, akkor az inditasi és érkezési iddpillanatok kiilonbségével
megoldhatd az idOomeérés. Taneszkéz boltban vasarolhatunk ilyen egységet. Amennyiben
magunk rakjuk 6ssze, megoldhato 2 1ézersugar-kibocsatdo modulbol és sugarvevé modulbol allo
készlettel is. Az okkliziés moddszert (lézersugar megszakitasat) hasznalja a rendszer,
fénysebességgel érzékeli egy targy jelenlétét a 1ézersugarzo €s a vevo kozott. Természetesen a
targyak nem korlatozddnak ilyenkor fémre, minden olyan targy észlelhetd, amely blokkolja a
fényt. Ezt a rendszert Osszekapcsolva egy mikroprocesszorral nagy pontossdgi mérést
valosithatunk meg. Mai arakkal szamolva az 6sszeéllitdsunk koltsége fele lesz a készen kaphatd
rendszerének.

Mobiltelefon

Amennyiben azonban nem 4allnak a fent felsorolt elektronikai alkatrészek rendelkezésiinkre,
akér a mobiltelefonnal is kivitelezhetd a mérés. A lecsuszas folyamatat egy stabilan elhelyezett
mobiltelefonnal videdra rogzitjiik (elegendd 60 fps). Majd a kamerakép elemzésével a telefon
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képkockasebességének a fiiggvényében adott pontossaggal meghatdrozhaté a csuszés
iddtartama.

A legtobb ma hasznélatos mobiltelefon rendelkezik beépitett gyorsuldsmérdvel, igy ha
megoldhatd a telefon probatestre rogzitése, pillanatnyi gyorsulds értékeket tudunk
meghatarozni, vagy hasznalhatjuk a gyorsulasmérd szenzort a csuszas idotartamanak pontos
meghatarozasara is. Telefonos — ingyenes - alkalmazasok koziil valogatni tudunk. Az altalunk
hasznalt alkalmazas a phyphox [2], [4] physical phone experiments volt. A gyorsulasmérési
mod kivalasztasanal fontos szempont, hogy olyat valasszunk, ahol van lehetdség a ,,g nélkiili”
mérésre, mellyel ugy kapjuk az adatokat a linearis gyorsuldsmérdbol, hogy a tényleges
gyorsulést kapjuk, gravitacids gyorsulas nélkiil. Azaz ez az érzékeld 0-t jelez, amikor a késziilék
nyugalomban van. A gyorsulasmér6 szenzor mitkodési elvérdl a kovetkezd pontban részletesen
beszéliink.

A surlodasi egyiitthaté meghatarozasanal abbdl indulunk ki, hogy egy vizszintes feliileten
meglokott test lassuldsahoz, illetve megallasahoz sziikséges fékezderot a surlodasi erd biztositja
(4). A surlodasi egyiitthaté meghatarozasahoz tehat csak le kell olvasni az atlagos lassulast (a),
ami elvileg allando a fékezés soran. Majd ezt elosztva a g értékével (5), megkaphatjuk a cstiszasi
surlodasi egyiitthato értékét a probatest és a feliilet kozott.

m-a=p-m-g (4)

a
n= ()

Amennyiben gyorsulasmérénk nem alkalmas ,,g nélkiili” mérésre, akkor vektor és matrix
miiveleteket segitségével az adatsorbol egy jol meghatdrozott forgatasi matrix segitségével mi
is el6 tudjuk allitani a sziikséges adatokat.

A telefont rogzithetjiik a mozgd testre, minddssze arra kell ligyelni, hogy pontos méréshez
a probatestet ugy kell meglokni, hogy a telefon y irdnyba mozduljon el, igy a lassulés irdnya €s
a szenzor iranya egy egyenesbe essék (az alkalmazdsban konnyen lathatjuk az iranyokat,
legtobb esetben a telefon hossztengelye adja az y iranyt).

Technikailag az Excelben kimentett adatokbol kivagjuk a felfutd gyorsuldsértékek utani
negativ adatokat (hiszen innentdl lassul a test), majd ezeknek az atlagat képezve kapjuk az
atlagos gyorsulas értékét. Példankban az atlagos gyorsulasérték -2,08 m/s?, ezt osztva g-vel,
kapjuk a surlodasi egylitthatora a 0,21-es értéket. Ugyanazon a feliileten tobbszor is
elvégezhetjiik a mérést, kiilonbozd eréhatasokat kifejtve, kiilonbozd tavolsagokon fekezddo test
esetén

Gyorsulasméro szenzor

Amennyiben olyan feliiletet szeretnénk vizsgélni, ahol nem biztosithatd a cstiszd feliiletre
rogzitett telefonnal torténd mérés, alkalmazhatunk gyorsulasmérd szenzorokat. A
gyorsulasmérék olyan elektromechanikus eszk6zok, amelyek a gyorsulas statikus vagy
dinamikus erdit érzékelik. A statikus erdk kozé tartozik a gravitacio, mig a dinamikus er6khoz
tartoznak a rezgések és a mozgasok. A gyorsulasmérd szenzorok beszerzése mar nem jelent
komoly koltséget, aruk a rugds erémérd araval kozel megegyez6. Talalhatunk a piacon olyan
burkolattal rendelkezd szenzort, melynek kialakitdsa alkalmassd teszi az eszkozt kritikus
korilmények kozotti - példaul vizzel locsolt feliilet - hasznalatra. A mérések kiértékelése
intelligens algoritmusokkal torténik. Szenzor alkalmazasakor a surlodési egyiitthaté mérése
esetén kiilon kell valasztanunk 2 esetet. Ha a szenzorunk képes ,,g nélkiili” meérést végezni,
akkor gyakorlatilag a korabban leirt mérési folyamat alkalmazhaté. Tobbnyire viszont - a
gyorsulasmérd szenzorok mitkddési elve miatt - az altalunk elérhetd szenzor nem biztositja a
,»g nélkiili” mérés lehetdségét.
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Ez annyit jelent, hogy a gyorsulasmérd gyorsuldsi erét mér, egy, kettd vagy harom sikban.
Jelenleg, a leggyakrabban hasznalt gyorsuldsmérék a haromtengelyes gyorsulasmérok,
amelyeket harom kiilonalldo gyorsuldsmérd rendszerébdl alakitanak ki. Ha barmely sikon a
gyorsulés az érzékeld irdnyaval ellentétes iranyban torténik, a gyorsuldasmérd negativ értékkel
méri a gyorsulast. Ellenkez6 esetben a gyorsulés pozitiv értékként keriil mérésre. Ha nem hat
kiilsé gyorsulas a gyorsulasmérore, akkor a késziilék csak a szabad esés standard gyorsuldsat,
azaz a gravitacios er6t méri (majd g tobbszordseként adja meg). Feltételezve, hogy egy 3
tengelyes gyorsulasmérd tigy van elrendezve, hogy az X tengely érzékel6je balra mutat, az Y
tengely érzékeldje lefelé mutat, a Z tengely érzékeldje pedig eldre, valamint a késziilékre nem
nehezedik eréhatas, a gyorsulasmérd a kovetkezot mutatja majd: X =0¢g, Y=1g,Z=0g. Ha
ugyanezt a gyorsuldasmérdt balra iranyitjak, a kovetkezo értékeket fogja mutatni: X =1g, Y =
09,2=09.

A megfeleld szenzor kivalasztasahoz hasznos lehet a gyorsulasmérok mukodési elvének
tanulmanyozéasa is (MEMS kapacitiv gyorsulasmérdk, piezoelektromos és piezorezisztiv),
hiszen ez egy olyan érzékeld, amely a test gyorsulasat és rezgését is méri. Igy szamos eszkdzben
alkalmazzak, laptopokon, mobiltelefonokban, autok miiszerfalain, de még a sportolok is
hasznélnak ilyet mozgasuk monitorozésara.

Amennyiben maradunk az eredeti feladatunknal és surlodési egyiitthatd megallapitasara
szeretnénk hasznalni, (de nem extrém kornyezetben) a gyorsuldsmérdt, akkor egyszeriibb a
helyzetiink, hiszen a mérésiink pontossdga nem kdveteli meg, hogy tgyeljiink példaul a
hémérsékletet, paratartalom vagy az elektroméagneses interferencia mérésiink soran jelentkezd
értékeire a szenzor kivalasztasanal. Jelen tanulmany elkészitéséhez egy WitMotion [5]
gyorsuldsmérd szenzort hasznaltunk. A kapott értékeket a szenzor sajat szoftverével
értékelhetjiik, majd a gyorsulasadatokbol megallapithatjuk a feliileten torténd mozgas idejét.
Megfelelé szoftvert segitségével g nélkiili gyorsulast is szamithatunk. Amennyiben van
lehetdségiink ennek hasznalatara, a mérésilinkkel nagy pontossagot érhetiink el. Az érzékeld a
gyorsulas meghatarozasahoz Kéalman-szlird algoritmust hasznal. Ez az eljaras mozgo, valtozo
rendszerek dallapotardl ad optimalis becslést sorozatos mérésekkel, figyelembe véve az
allapotméréseket és a zavard tényezoket (zajok, bizonytalansdgok, pontatlansdgok). Két
Iépésben mitkodik. Az elsé becslési lépésben a Kalman—sziird kiszdmolja az aktualis
allapotvaltozokat, a bizonytalansagokkal egyiitt. A kdvetkezé mérés eredményeit sulyozott
atlagolassal veszi figyelembe. A sorozatos valds idejli mérések sordn az atlagolas
eredményeként egyre jobb értékek adodnak, ahol a zajok és egyéb zavaro tényezok kiesnek. Az
algoritmus rekurziv jellegli, csak az aktualis kalkulalt allapotot, és az aktualis mérési
eredményeket veszi figyelembe, korabban mért adatokat nem hasznal fel.

Becslés

Végezetiil pedig meg kell emliteniink azt, hogy amennyiben a mérésiink nem igényel
kiilondsebb pontossagot, a legegyszeriibb modon becsléssel hatarozhatjuk meg a cstszasi
surlédasi egylitthatd értékét. Felhasznaljuk, hogy a tapadasi surlédasi egylitthatdé mindig
nagyobb, mint a csuszasi surlddasi egyiitthato. Sziikséges tovabba, hogy a 2 érintkezd feliilet
ne csak vizszintesen, hanem lejtéként is kezelheté legyen, igy egyszeri méréssel
meghatdrozhatjuk a tapadasi surlodasi egyiitthatot. Tudjuk, hogy ha a lejtére helyezett test
nyugalomban van, akkor gyorsuldsa zérus, €és a lejtd ra tapadasi surlodési erét fejt ki. A
megcsuszast megel6zo hatarhelyzetben a tapadasi strlodési erd értéke maximalis. Erre az esetre
felirjuk a mozgasegyenletet (6), majd rendezés utan a (8) egyenldtlenséget kapjuk.
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0 = ma = mgsin « —uymgcosa, (6)
UoCOS X= sin X, (7
Uo S tg . (8)

Tehat a feliiletet megdontjiik, ra helyezziik a csusztatni kivant testet. Megkeressiik a
lejtének azt a helyzetét, ahol a hasdb még éppen nem indul el a lejtdn. Ha nincs kéznél
szO0gmérd, egyszerii mobiltelefonos alkalmazissal megmérhetjiik a lejtd szogét, de
természetesen a lejtd magassaganak és vizszintes vetililetének a lemérésébdl tangens
fliggvénnyel szamithatjuk. Felhasznalva a korabban emlitett, mérheté megallapitast, miszerint
U <o, a kapott tapadasi surlddasi egyiitthatd értékbdl becslést adhatunk a cstiszasi surlddasi
egyiitthatora is.

3. Osszefoglalas

Kisérleteink soran megéllapitottuk, hogy bar a szdmolasi feladatokban a strlodési egyiitthato
leggyakrabban szamértékkel adott [?], mégis mindig szem el6tt kell tartanunk elméleti
ismereteinket és gyakorlati tapasztalatainkat, miszerint a strlodési egyiitthat6 értékét egy rovid
folyamat soran is szamtalan tényez6 befolyasolja, térben és idoben egyarant. Meghatarozasara
a feladattol fliggéen vannak pontosabb ¢és kevésbé pontos modszerek, egyszeriibb és
bonyolultabb megoldasok. A mérések kivitelezése nemcsak laboratoriumi eszkozokkel, és
laboratériumban torténhet. A rendelkezésre allo eszk6zok elérhetdségének kore jelentdsen
megvaltozott az utobbi években, hiszen manapsag a mobiltelefonunkba épitett gyorsulasmérot
is haszndlhatjuk, azaz gyorsuldsmérd szenzorral rendelkeziink, mig rugds erémérdvel kevésbé.

Irodalomjegyzék

[1] Budé, A., Mechanika, Nemzeti Tankonyvkiado, 1994., 55-65.

[2] Szalay, B., Fizika, Miszaki tankonyvkiado Budapest, 1979. 101-112.

[3] Staacks, S., Dorsel, D., Hiitz, S., Stallmach F., Splith T., Heinke T., Stampfer, C.,
Collaborative smartphone experiments for large audiences with phyphox June 2022European
Journal of Physics 43(5) doi: 10.1088/1361-6404/ac7830

[4] phyphox /RWTH Aachen University. phyphox wiki, 2021.

[5] wit-motion / WitMotion Shenzhen Co.,Ltd, 2024.


https://doi.org/10.1088/1361-6404/ac7830

	1. Bevezetés
	2. Mérési módszerek
	3. Összefoglalás
	Irodalomjegyzék

