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Matematika a politechnikaban és az épitészetben!
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OSSZEFOGLALO. Az 6kori vilagtol az ujkorig sok fejfjast okozott a nagy terek lefedése minél
kevesebb oszlop felhasznalasaval. A kupolaszerkezetek megjelenése azzal a
kompromisszummal jart, hogy a szerkezetben fellépd normaligénybevételek csak negativ
értékliek lehettek, azaz csak nyomas felvételére voltak alkalmasak, igy felfelé nagy ,,ivet”
kellett kanyaritaniuk az épitdmestereknek, megakadalyozva a tovabbi hasznos szintek
alkalmazasat. Bernoulli-Navier parosrol elnevezett hipotézis segitségével (a hajlitott gerenda
keresztmetszetei sikok maradnak) lehetové valtak a pozitiv normalerdk kelld pontossagu szintii
meghatarozasa. A rugalmas szél differencidlegyenletének meghatarozasaval megnyilt az Gt az
épitészetben a tobbszintes épiiletek tervezhetdsége elott.

ABSTRACT. From the ancient world to the modern era, covering large spaces using as few
columns as possible caused many headaches. The appearance of the dome structures came with
the compromise that the normal demand incomes occurring in the structure could only have a
negative value, i.e. they were only suitable for absorbing pressure, so the builders had to make
a big "curve" upwards, preventing the use of additional useful stories. With the help of a
hypothesis named after the Bernoulli-Navier pair (the cross-sections of the bent beam remain
flat), it became possible to determine the positive normal forces with sufficient accuracy. By
defining the differential equation of the elastic line, the way was opened in architecture for the
design of multi-story buildings.

1. Bevezetés

A nagy csarnokokat az 6korban oszlopcsarnokokkal (1d. egyiptomi, gorog kultira) tudtak csak
megoldani (az dskorban barlang volt a fedett lakohely). Az ujkor hajnalan sziiletett meg az
igény ennek kivaltasara. Ekkor kezdtek el foglalkozni racsos szerkezetekkel €és gerendakkal.
Nagyon sok kutatd, matematikus probalta ezt az épitészeti igény mind jobban modellezni tobb-
kevesebb sikerrel, néha egymastol kiilon. Galilei mellett masok is megfigyelték a konzoltarto
felsé és also Oveinek eltérd viselkedését (1. dbra). Azonban az eltérd anyagstruktirdkban
elvesztek az altalanos kovetkeztetések levonasahoz.

Végiil a természettudomanyban a matematikai modszerek felhasznalasa nyitotta meg az
utat, mint az szamos mas felfedezés esetén is megtortént. A hajlitott gerenda
differencidlegyenlete vezetett el végiil egy altalanos és egyszerii képlethez, melyet aztdn mar
nem csak az elméleti fejtegetésben, hanem mas politechnikai tudomanyokban is tudtak
soran valaszt adhattak a kutatok €s tervezok szamos olyan kérdésre, melyek addig blokkoltak a
mérndki modellezést.
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1. abra. Galilei rajza a konzoltartorol

2. Matematikai egyenletek, tételek

egyenletek felirasara kertil sor.

A mechanikdban tanitott és tanult gerendaelmélet a hajlitott tartd vizsgakataval kezdddik.
Els6 korben a hajlitott gerenda (2. abra) geometriai megfigyelése torténik, azaz geometriai

2. abra. Hajlitassal terhelt gerenda
Kiragadva egy kozbensé (dx) vastagsagu keresztmetszetet, kicsit felnagyitsuk azt fel és az
alabbi geometria rajzolhato fel.
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3. ébra. Hajlitott gerenda kozbenso keresztmetszete a megvaltozott sz&lsé sikokkal
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Azzal a feltételezéssel ¢élve, hogy a meghajlitott gerenda megvaltozott keresztmetszeti
sz€Ils6 oldalai az egyszerlsités kedvéért nem gorbiilnek meg, hanem sikok maradnak
(Bernoulli-Navier hipotézis), felirhatd az alabbi egyszerii trigonometriai megfigyelés (3. abra
alapjan):

(o

o(2)-%

Mivel tartoszerkezetekrdl van szo6, melyektdl elvaras a kicsiny alakvaltozas, igy kis x értékekre
tg(x) kozelithetd x-szel, 2-vel egyszertsitve az alabbi képlet kapjuk.

dp =&, (1)

A relativ alakvaltozas felirhatd az alabbi formaban:

__du
Ex—a.

Az egyenlet rendezhet6 du-ra és igy a (1) egyenlet alakja

dg0=€xyﬂ.

Az egyenletet rendezni lehet &x-re, ekkor
de
ydx = &

kovetkezik. A ﬁ kifejezés felismerhetd, hogy nem mas, mint a tartd k, gorbiilete az adott
keresztmetszetben és a geometriai egyenlet végkovetkeztetése

YKy = Ex. (2)

A geometriai egyenlet utan az anyagegyenlet felhasznaldsaval, linearis anyagmodellt
feltételezve a kovetkez6 egyenletet eredményezi (Hooke torvénye):

o, = Eg,, 3

ahol
0, az X iranyu (tarto tengelyével egyez0 iranyl) normalfesziiltség (fajlagos erd),
E : a tarté anyaganak rugalmassagi modulusza,
&,: a kordbban is ismertetett relativ alakvaltozas normal irdnyban (x).

Mivel a geometriai végegyenletben ¢, szerepel, érdemes az egyenletet erre rendezni, igy

Ey = F .
A mechanikaban végiil az egyensulyi egyenletek felirasdval folytathat6 a modellezés menete,
mely az egyensulyt feltételezi, vagyis, hogy a szerkezet statikus allapotban van; az aktiv és
passziv erdk egyensulyban vannak, illetve, ha lathatova tessziik a belsd erdket (képzeletben
elvagjuk a tartot), akkor a kiilsd és belso erdk is kiegyenlitik egymast.
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Az egyensulyi egyenletek koziil elsOként a vizszintes (x iranyl) erok 0sszegzését végezzik
el egy képzeletben elvagott tarton, 1athatova téve az elvagott keresztmetszetben a belso fajlagos
erOket (X iranyu fesziiltségeket) [1].

YE=0=/[, o.dA

A fenti egyenletben athat6, hogy az nem tartalmaz eréket, mivel a tarton csak y iranya
terhelésbol (aktiv erd) csak fiiggdleges (y iranyu) reakciderdk (passziv erék) ébredhetnek. Igy
az Osszegzés a lathatova tett fajlagos erdkre szoritkozik; a keresztmetszetben fellépd huzo- és
nyomoerdknek, melyek a fajlagos erdk (o, ) integralasaval egyezik, egyenstlyban kell lennitik.
Az egyenlet folytathato a (3) egyenlet behelyettesitésével, azaz

ZFx=0=fA adi=fA E &,dA.
Felhasznalva a (2) egyenletben kapott képletet, a
0= [, Eyk,dA
Osszefiiggés adodik. A fenti egyenletben a konstansok kiemelhetdk az integraljel elé, igy
0= Exk, [, ydA.

Trivialis megoldason tali megoldast keresve az integral 0-val vald egyezését kell vizsgalni,
hiszen egy hajlitott tartd gorbiilete (x,) nem nullak, ahogy az anyaganak merevsége sem (E).
Felismerhetd, hogy az integral nem mads, mint a keresztmetszet elsdrendii nyomatéka, mely
akkor nulla, ha a stlyponti tengelyre van felvéve azt. Ebbdl levonhatd az a kovetkeztetés,
miszerint a keresztmetszetben fellépd huzod ¢€és nyomofesziiltségek a keresztmetszet
stlypontjaban nulla. Igy a kovetkezd egyensulyi egyenletet (nyomatéki egyenlet) a
keresztmetszet sulypontjara kell majd felirni. Nyomatékot (M,) okoznak a tartd tengelyére (x)
merdleges erdk egy adott keresztmetszet (z) tengelyére (hajlitas tengelye), valamint a nem
elhanyagolhatd magassagu tartd keresztmetszetében ébredd belsé er6k a keresztmetszet
ugyancsak (z) iranyu stlyponti tengelyére. Tehat

XM, =0=M,+ [, oydA
Ismét felhasznalva a (2) és (3) egyenletek képleteit, behelyettesitéssel az
XM, =0=[, EeydA= [, Eyx,ydA

egyenletet kapjuk. Kiemelve az integraljel elé a konstansokat, atrendezve a —Mz-t a tloldalra
ismét egy érdekes mechanikai kifejezést lathato az integraljel utan:

—M, = Ex, [, y*dA.
Itt is felismerhetd, hogy az integral jelen esetben a keresztmetszet masodrendii nyomatéka, amit

idegen szoval inercianak neveziink és ez esetben I;-vel jelolhetiink. Az egyenlet szépen
rendezhetd az alabbi szerint.

—M, = Ex,l,. 4)
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A (4) egyenlet k,-re rendezve a hajlitonyomaték és a hajlitomerevség hanyadosa, mely a
mérndki szamitasok egyik alappillére lesz rajzolodik ki, vagyis a gorbiilet egyenesen aranyos a
hajlitonyomatékkal (M;)és forditva aranyos a hajlitomerevséggel (El).

My
El,

(5)

K, =

A gorbiilet matematikai 6sszefliggése a

képlettel irhato fel.

Mérnoki megfontolasbol kijelenthetd ugyancsak a tartoszerkezetektdl elvarhatd kis
alakvaltozasra hajlamossag mentén, hogy terhelés hatdsara a lehajlas (y) kis értékli legyen
(1/250). Nem nehéz belatni, amennyiben egy tarté nem hajlik le nagyon, akkor a lehajlas x-
mentén torténd megvaltozasa (Y ) is csekély lesz. A képletben a lehajlasvaltozas négyzetre van
emelve, igy annak értéke még csekélyebb lesz; szinte nulla, igy kijelenthetd, hogy

K,y = y".
A (5) egyenletbe helyettesitve eljutunk a hén keresett rugalmas szal kozelité differen-
cidlegyenletéhez. Tehat

"o Mz
El,

A tovabbiakban lehet bizonyitani a hajlitott tartoban ébredd fesziiltségek szamitasara
alkalmazott képletet, mely azonban tilmutat jelen eléadas keretén.

3. Osszefoglal6

A rugalmas szal kozelité differencidlegyenlete mérnoki szempontbdl kell6 pontossaggal
modellezi a hajlitott tartét. Minden mdas miiszaki tudoményban a hajlitott gerenda
modellezéséhez ezt a képletet alkalmazzak, igy a Zimmermann-Eisemann féle levezetésben a
vasuti palyak terhelésének modellezésénél is.

Jelen tanulmany is bizonyitja, hogy a miiszaki felsoktatasban a matematika emelt szintii
ismerete nélkiilozhetetlen. Bizonyitja azt is, hogy a matematika a gyakorlatban nagyon segiti a
mechanika fejlédését, mely a mérndki gondolkodas alappilére.

Ko6szonetnyilvanitas

Itt szeretném megkoszonni Németh Laszlo és Szalay Laszlo kollégaim segitségét, kitartasat a
nehéz idokben, a tudoméany atmentését. A kézirat birdlojanak kiilon szeretném kifejezni a
kdszonetemet a cikk alapos atolvasédsa és hasznos tanacsai miatt.
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