Gonye Zsuzsanna

SZOGFUGGVENYEK BEVEZETESE A KOZEPISKOLABAN

1. Bevezetés

A szogfiggvények tanitdsa tobb szempontbol is fontos anyagrész a kozépiskolai
matematikaoktatdsban. Matematikai szempontbol azért, mert dsszekapcsolja az algebrat
és geometriat, a fliggvényabrazolassal pedig az analizis elemei is eldkeriilnek.
Interdiszciplinaris szempontbdl azért, mert sokféle alkalmazasat mutathatjuk meg,
példaul fizikdban, bioldgidban, épitészetben, mérndki tudomanyokban, de akar a
hétkoznapi életben is.

Uj fogalmak bevezetésére Pietsch német matematikadidaktikus szerint harom
kiilonboz6 lehet6ség van, az induktiv, a deduktiv és a konstruktiv Gt [Ambrus 1995]
Mindharom moédszer alkalmazhatd e tananyag targyalasanal. Kutatasok alatamasztjak,
hogy akkor sajatitunk el mélyebben egy 0j anyagot, ha annak feldolgozasaban tevékenyen
részt is vesziink. E felfedezo tanuldst én az 6rdimon gyakran feladatlapokkal érem el. Az
anyag egy részét megbeszéljik ora elején, ezutdn kovetkezik az Onalld6 munka. A
feladatlapokat minden diak megkapja, és azon 6nalléan vagy kisebb csoportban, sokszor
parban dolgozhatnak. Mikézben dolgoznak, a tanar korbe tud jarni a csoportok munkajat
figyelve, és ahol észreveszi, hogy elakadtak, ott egy-egy kérdéssel lenditi tovabb a
gondolkodas menetét. Lényeges hogy mi ne adjuk meg a megoldast, hanem kérdezziink.
A kérdés legyen minél egyszeriibb. Sokszor elegendd visszautalni egy korabbi feladatra,
emlékeztetni a didkot, hogy idézze azt fel, mert lehet, hogy az ottani oOtlete itt is
hasznalhato. Kertljiik el azt, hogy a diak altal feltett kérdésre mi valaszoljunk. Probaljuk
inkabb ravezetni 6t a valaszra. A legtobbet akkor tanul a didk, ha meg tudja fogalmazni a
problémajat, és aztan meg is tudja ra taldlni a megoldast. Ennek az utnak a
megkeresésében kell nekiink segiteni. Ha 0 maga taldlja meg a megoldast, az
sikerélményt és magabiztossagot is ad neki. Egy feladatlap tobb problémat tartalmaz, igy
mindenki a sajat iitemében haladhat. A csoporttol fiiggén lehet a feladatlapokon
valtoztatni, bizonyos feladattipusbol tobbet vagy kevesebbet adni. Ha a csoportban
nagyon kiilonb6z6 didkok vannak, akkor pedig a lap aljara lehet néhany érdekes, vagy
éppen nehezebb, fejtord feladatot hozzdadni. Ebben a tanulmanyban a 10. osztalyos
gimnaziumi tananyag minden kisebb egységéhez Osszegyiijtottem minta feladatokat.
Ezekbdl és ehhez hasonld feladatokbol lehet Osszeallitani az aktualis feladatlapokat,
nagyon ligyelve a sorrendre, hogy egyik feladat segitse a kdvetkezd megértését illetve
megoldasat. Ora végén pedig érdemes Gsszefoglalni az 6ran szerzett tapasztalatokat.

Akarmennyire is ugy tlinik, hogy a mai didkok nagyon jartasak a technikai eszk6zok
hasznalatadban, mindenképpen id6t kell szanni arra, hogy megtanuljak a szamologép
hasznalatat ebben a témakdorben. Fontos, hogy mindenki a sajat szamologépét hasznalja,
mert elég nagy kiilonbségek vannak a mai gépek kozott, ami kezdetben zavaro lehet
szamukra. Idealis esetben mindenkinek azonos modellje lenne, ami a tanitast jelentdsen
megkonnyitené, de mivel a valésagban ez nem igy van, ezért érdemes itt is egyéni vagy
csoportfeladatokat adni. A feladatok elvégzése kozben igy korbe tudunk menni, és
mindenkinek egyénileg tudunk segiteni a szdmoldgép hasznéalatdban. Szerencsére
technikai eszkdzokkel kapcsolatban szivesen segitenek a didkok egymasnak is. Mivel a
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mai gyerekek nagy részének van olyan telefonja, amire szamologép alkalmazas
letolthetd, én nem zarkézom el ennek hasznalatatoél sem. Természetesen dolgozat alatt
csak hagyomanyos szamoldgép hasznalatat engedjiik. Azt egyébként gyorsan meg
szoktak tapasztalni, hogy jobb, ha azon a gépen gyakorolnak, amit a dolgozatban is
hasznalni fognak, kiilonben sok idejiik elmehet a gombok és funkciok keresgélésével.
Ugy gondolom, azért jobb, ha megtanulja kezelni az applikaciot a telefonnal, mert
késébb, a hétkoznapi életben nagyobb valdszinliséggel lesz nala a telefonja, mint a
szamologépe. Eppen emiatt érdemes kicsit beszélgetni veliik a tobbi matematikai
applikaciorél is, nem csak a telefonosokrol, hanem a szamitogépesekrol is. Sokszor
elegenddé csak emliteni parat, meglepden érdekldddk és tdjékozottak tudnak lenni, és
szivesen néznek utana ezeknek.

2. Szogfiiggvények derékszogii haromszogekben

Hagyomanyosan a szogfiiggvényeket el6szor hegyesszogekre értelmezziik. Ennek alapja
a hasonlosag, ezért a szogfliggvényeket hagyomanyosan kozvetleniil a hasonlosag
témakdore utan targyaljuk. Megfigyeljiik, hogy hasonld derékszogii haromszdgekben a
megfeleld oldalak aranya allandd. A hanyadosban szerepld két oldalt viszonyithatjuk a
derékszogli haromszogek azonos szogéhez, a lehetséges aranyparok felirasaval kapjuk
meg az o hegyesszdg szinuszat, koszinuszat, tangensét, kotangensét, és a két kevésbé
emlegetett értéket, a szekanst és koszekanst.

A szdgfiiggvények ily modon torténd bevezetése megkdveteli, hogy a didk fejében
Osszekapesolodjon a derékszogl haromszog egy hegyesszoge, €s a haromszog oldalainak
aranya. Ez a megkdzelités azonban elég mechanikusan, csak matematikai alapon torténik.
A sok hétkdznapi €letbdl vett egyszerti alkalmazas baratsagossa és hasznossa teszi az
anyagrészt azzal, hogy konnyen belatja a didk az 0j fogalmak alkalmazhatosagat. Ezzel a
megkozelitéssel azonban problémak is vannak. Egyik probléma mar magaban az
elnevezésben van: ,fiiggvény”. Mivel hanyadosként értelmezziik a Sina értékét és
altalaban nem keriil el6 ennek a hozzarendelésnek a fliggvény volta, igy a didkok nem
fiiggvényként tekintek ra. Egy masik probléma a becsléssekkel meriil fel. A becsléseknek
nagyon fontos szerepiik van a természettudomanyos oktatasban, és sokat foglalkozunk
vele altalanos iskolaban. Itt ezt a témat mégis el szoktuk hallgatni, nem véletleniil. Ahhoz,
hogy sin10° értékét becsiiljiik, sziikségilink lenne egy olyan derékszogli hdromszogre,

melynek egyik hegyesszdge 10°. Szemléletesen, akar matematikai programmal, intuitiv
modon beldthatjuk, hogy a szinusz és tangens fliggvények monoton ndének, mig a
koszinusz és cotangens fiiggvények monoton csdkkennek hegyesszogekre nézve. Ha ezt
a demonstraciot ugy mutatjuk be, hogy a haromszodg atfogdjat tartjuk fix hosszinak,
akkor mar a szogfliggvények egységkords bevezetését vetitjiik elore. Ezek utan a
becslésekhez hasznalhatnank a nevezetes szogek szogfliggvényeit is, bar sok esetben ezek
csak nagyon durva becslést adndnak. Azonban ahhoz, hogy monotonitasrol
beszélhessiink, tovabb kell 1épni a szog-aranypar megfeleltetésbdl a fliggvények felé. Ra
kell vilagitani, hogy ezzel a megfeleltetéssel egy fiiggvényt definidltunk, mely minden
hegyesszoghdz egy valos szdmot rendel hozza. Azért is hangstilyozom ezt a problémat,
mert a felsGoktatasba érkezd didkokat oktatva tapasztalom, hogy sok hallgaténak gondot
okoz a trigonometrikus fiiggvények targyaldsa analizisbdl.
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2.1. Feladatlap: Hegyesszogek szogfiiggvényei

1) Hatarozza meg az abran lathatd haromszogek hianyzo adatait.

a) b)
A c=4cm c
8 B
a=5cm
a=5cm b
B Bx25° ‘
& c -

2) Az o hegyesszog értékének kiszamitasa nélkiill hatdrozza meg az o sz0g tobbi
szogfiiggvényének értékeit, ha

a) sinae=0,3 b) tana=5.
3) Becsiilje meg sin75° értékét.
4) Egy egyenld szar( haromszog alapja 15 cm, szarai 20 cm hosszuak. Mekkorak a
haromszog szdgei?
5) Egy haromszog két oldala 12 cm és 18 cm hosszuak, e két oldal altal kozrezart szog
18°. Mekkora a haromszdg teriilete?
6) Egy egyenld szard haromszdg szarainak hossza 8 cm, teriilete pedig 22,4 cm?
Mekkorak a haromszodg szogei?
7) Egy haromszdg teriilete 32 cm?, két oldala pedig 10 illetve 8 cm. Mekkora a két ismert
oldal altal bezart szoge a haromszdgnek?

Megjegyzések a Hegyesszogek szogfiiggvényei feladatlaphoz:
A 3. feladatban két iranyba is hagyhatjuk a didkokat dolgozni. Egyrészt jojjenek ra,

. 3 . .
hogy a szinusz fliggvény monoton hegyesszogekre, igy %zsm 60° <sin75° <1.

Masrészt, anélkiil hogy tovabbi 6tletet adnank, javasoljuk, hogy hasznalhatnak szogmérot
is. Ezzel szeretnénk ravezetni 8ket egy 75°-os derékszogli hiromszog rajzolasara, majd
ennek a haromszognek az oldalainak mérésével tudnak becslést adni a keresett szinusz
értékre. Erdemes osszehasonlitani a két becslést [Weber, K.].
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......

kiil6nb6z6 ilyen haromszog 1étezik.
3. Szogfiiggvények dltalanositisa

Tetszoleges szog szogfiiggvényeit nem tudjuk hegyesszogii haromszdgbdl szamolni,
ezért chhez az egységkords definiciot vezetjiikk be. Ez a definicid merben eltér az
eddigit6l, raadasul mig a hegyesszogeknél a szoget altalaban fokban adjuk meg, itt
folyamatosan attériink radianra, tehat egyszerre két 1) dolgot is tanitanank.
Mindenképpen érdemes kitérni annak magyarazatara, hogy miért is van sziikség az 1j
szogmértékre. Egy fok a teljes kor 360-ad része. A szognek ez az egysége a babiloniaktol
szarmazik, akik a kort eldszor 6 egyenld részre, majd azt még 60 részre osztottak. Ez az
egység a kozéletben haszndlatos, a megszokason alapszik, de gyakorlatilag tetszdlegesen
lett megvalasztva. A radian kapcsolatot teremt a hossziisagmérték és a szogmérték kozott.
Egy radidan az a szog, amely alatt a sugarral megegyez6 hosszusagu ivhossz a

kozéppontbol latszik. A radian-mérték sok szamoldst egyszeriibbé tesz, példaul 6
kozépponti szoghdz tartozd r sugart koriv hossza I, ha a szdget radidnban mérjiik, mig

ha a -t fokokban mérjiik, akkor az ivhossz Q%r. Analizisben tobb hatarérték és

derivalt sokkal bonyolultabb lenne, ha nem radiant hasznalnank. [Kupkova 2005] A
radidn haszndlatat érdemes tobb feladaton keresztiil gyakorolni, hogy hasznalata
természetessé valjon. A gyakorlofeladatok ne csak a két mérték kozti atvaltasokbol
alljanak, mert az olyan, mint a nyelvtanuldsnal mikor minden sz6t kiilon-kiilon
forditgatunk. A mi célunk viszont az, hogy radianban tudjanak a didkjaink gondolkodni.
A kovetkez6 feladatsorban ehhez taldlunk néhany otletet.

Mig a szogfliggvényeknek a derékszogli haromszdgeken alapuld definicidja a didkok
korabbi tanulmanyihoz kozel all, addig az egységkords definicidgja merében mas,
megértése gyakran nehezen megy. Ennek oka az is, hogy a vektorokat és a koordinata
geometria bevezetését is csak ekkoriban, részben éppen emiatt az anyagrész miatt
targyaljuk, és igy a vektor és koordinata fogalmak még nem mélyiiltek el kelléen. Vonzo
lehet esetleg az az otlet, hogy hanyagoljuk a derékszogli haromszdges bevezetést, és
egyszerre ugorjunk az egységkorre. Kutatdsok viszont azt igazoljak, hogy
trigonometrikus fliggvények mindkét bevezetésének megvan az eldonye és hatranya, és
nem szabad egyik modot sem hanyagolnunk. [Kendal, Stacey 1996], [Kendal,
Stacey1998]

Mint tudjuk, ha a tanulasi folyamat cselekvéssel parosul, akkor a megszerzett tudas
gyorsabban ¢és jobban rogziil, ezért érdemes tobb nagyméreti egységkords abrat
késziteni. Lényeges hogy az abrak elegendéen nagyon legyenek, ehhez 10 cm atméréjia
koroket érdemes hasznalni. Ez az anyagrész kiilonosen alkalmas arra, hogy rovid
magyarazat utan feladatlapon 6nalléan dolgozzanak a didkok. Mieldtt a feladatlapot
megkapnak, rajzot készitve elmagyardzzuk, hogy a pozitiv x-tengelyt o szoggel

elforgatjuk, az igy kapott félegyenes az egységkort egy P pontban metszi. Ennek a P
pontnak az x-koordinatajat nevezziik cose-nak, az Y -koordinatdjat pedig sina -nak.
Tehat P =(cosc;sine). Az utolsd feladat kivételével az alabbi feladatsorban ne

hasznaljunk szamologépet, ezért ha pontos értéket kériink, akkor ligyeljiink arra, hogy a
korabban tanult nevezetes szogekre visszavezethetd legyen a feladat.
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A koordinatdk meghatarozasahoz hasznaljuk a referencia szoget. Ez a fogalom a
magyar tankdonyvekben nem nagyon fordul eld, pedig éppen ezzel tudnank
Osszekapcesolni a szogfiiggvények két targyalasi modjat. Referencia szognek nevezziik
azt a legkisebb pozitiv szoget amit az egységvektor elforgatasakor a sz6g mozgo szara az

7
x tengellyel bezar. Példaul ?ﬂ referencia szoge % A definiciobdl adodik, hogy a

referencia szog a {o-f} zart intervallumba esik. Az . abran a referencia szoget
2

szemléltettiik a kiilonb6z6 siknegyedekben, ahol « referencia szoge a szog [ .

B \G K \F
RN
%

(1. V.

1. dbra: Referencia szog

Attol fiiggben, hogy melyik siknegyedben vagyunk a referencia sz6g kiszamitasat az 1.
tablazatban foglaljuk 6ssze.

Siknegyed o referencia szoge
L o

1I. -

II1. a-z

V. 2r—o

1. tablazat: Szog és referencia szog Osszefiiggése

Egy szognek és a referencia szogének szinusza és koszinusza csak eldjelben térhet el, az
eléjeleket a 2. dbran szemléltetjiik. Ezzel a modszerrel tetszéleges szog
szogfliiggvényeinek kiszamitasa visszavezethet6 a referencia szog szogfiiggvényének
kiszamitasara, azaz derékszogli haromszogben vald szogfiiggvény kiszamitisara.
Tovabbi elénye ennek az eljarasnak, hogy jobban raszoritja a didkokat az egységkoros
abrazolasra. Szamologépet akkor érdemes csak elévenni, amikor nevezetes szogeken
keresztiil mar begyakoroltuk a modszert.
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1. siknegyed |. siknegyed
Pozitiv: Pozitiv:
sin Mind
Pozitiv: Pozitiv:
tan, cot cos

Il. siknegyed IV. siknegyed

2. abra: Szogfiiggvények eldjele

3.1. Feladatlap: Egységkor

1) Rajzoljunk egy egységkort, az egység legyen most 5 cm. Szogméré és vonalzo
segitségével, keresse meg azt a P pontot az egységkoron, mely az o sz0ghdz tartozik,

majd adjon kdzelité értéket cosa és Sina értékeire. Mely esetekben tud pontos értéket
is adni?

a) a=40° b) & =135° ) a=270°

d) «=-25° e) a=-120° f) «=900°
2) Melyik nagyobb? Miért?

a) sin23° vagy sin32° b) sin100° vagy sin110°

€) cos210° vagy cos?215° d) sin45° vagy cos45°

e) sin23° vagy cos23°
3) Ha az (3,0) pontbol kiindulva, az egységkordn az Oramutatd jarasaval ellentétes

iranyba haladunk az adott szoggel (radidnban mérve) elfordulva, akkor melyik
siknegyedbe érkeziink?

a) 3 b) 4,2 c) 6 d) 10
4) lgaz vagy hamis?
a) sin(—x) = —sin(x) b) cos(—x) =—cos(x) €) sin(x+3x) =—sin(x)

d) cos(x +%) =sin(x) e) cos(x+6x)=cos(x) f) cos(x—7)=-cos(x)

5) Rajzoljunk megint egy egységkort, az egység legyen most is 5 cm. Keresse meg azt a
P pontot az egységkoron, mely az o szoghdz tartozik, majd a referencia szog
segitségével hatarozza meg coser és SiNa pontos értékeit.

Q) a=rx b) a=4r c) a:%

Vs 27 1
d = —_ = — = —
) a 3 e) o 3 f) a 5
g 2 4 6
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6) Hatarozzuk meg a kifejezés pontos értékét.
€0s20° +c0s40° + cos60° +cos80° +c0s100° + cos120° +cos140° + cos160°
7) Egy hangya a (0;-5) pontbol indul egy origd kdzépponth koron, és az 6ramutatd

. . 207 ]
jarasaval azonos iranyba megtesz 3 egységet a kor mentén. Szamitsa ki a hangya

helyének koordinatait.

8) Egy hangya a (0;-5) pontbdl indul egy origé kézéppontl kordn, és az dramutatd
jéarasaval azonos iranyba megtesz 2,25 egységet a kor mentén. Szamologép segitségével
Szamitsa ki a hangya helyének koordinatait.

Megjegyzések az Egységkor feladatlaphoz:

Minden egyes feladatnal rajzoljak fel a didkok az egységkort a didkok, mindig legyen ott
az abra a feladat megoldasa mellett, mert ez segiti az asszociacié kialakulasat és
elmélyiilését. Az abrazolas nagyon fontos része a tanulasnak. Csak az utolsé feladatnal
hasznaljanak szamologépet.

Annak érdekében, hogy visszacsatolast kapjunk az anyagrész megértésének fokarol,
feltehetjiik azt az egyszeri(i kérdést, hogy ,,mit jelent a Sin X ?” Kérjiik a didkot, hogy sajat
szavaival probaljon erre a kérdésre valaszt adni [Weber, K.]. Idealis esetben erre
mindenkinek szoban és egyediil kellene valaszolni, mert az erre a kérdésre adott
valaszabol kideriil, hogy hol tart a tanulasi folyamatban, és ekkor egyénileg lehet neki
segiteni. A masik ilyen egyszerii tesztkérdés lehet, hogy ,,az x mely értékeire csokken

sinx ?”

4. Trigonometrikus egyenletek

Ha az el6z0 fejezetben sokat rajzoltunk, akkor konnyen érhetd, hogy példaul a
sina =0,5 egyenletnek miért is van olyan sok megoldasa. A szogek visszakeresésénél
mindenképpen érdemes felrajzolni az egységkort, igy biztosabb, hogy az 0Osszes
megoldast megtalaljuk. Alakitsuk ki, hogy szokasukka valjon a rajzkészités. Az
asszociacid6 nagyon fontos. Tapasztalatom alapjan a didkok gyorsan nytlnak a
szamologép utan, aminek ugye az a ,hibdja” megvan, hogy a sina =0,5egyenlet
megoldasanal csak egyetlen értéket ad vissza a szogre. Ha sikeriilt elérni azt, hogy mikor
szdba kertiil a szinusz vagy koszinusz, azonnal megjelenik el6ttiik az egységkor, akkor ez
nem okoz gondot. S6t, gyorsan fel tudjak irni a szdmologép altal megadott értékbdl az
0sszes megoldast anélkiil, hogy képletekben gondolkodnanak. Itt érdemes megint egy kis
id6t forditani a szamologép hasznalatra, megbeszélni, hogy milyen értékeket adhat ki a
szamologeép, ugyan ekkor még nem keriilnek szoba az inverz trigonometrikus
fiiggvények.

Az egyenletek megoldasanal nagyon lényeges a fokozatossag. Az alabbi feladatsort
ezen elv alapjan épitettem fel. Az els6 feladatban csak az alapkoron keressiik a
megoldasokat. A masodik feladatban mar az 6sszes valés megoldast keressiik, tehat a
megoldasok végtelen elemli halmazok. A harmadik feladatban a megoldasokat megint
egy korlatos intervallumon keressiik, de itt mar transzformalt fiiggvényekrél van sz6 €s
altalaban nem az alapperidoduson keressiik a megoldasokat. A feladat megoldasanal
érdemes az el6z0 feladatot kovetni és felirni az 6sszes megoldast, majd az igy keletkezett

145



Gonye Zsuzsanna

halmazokb6l kivalogatni azokat melyek beleesnek a feladat altal meghatarozott
tartomanyba. Végiil az utols6 feladatba tettem olyan egyenleteket, ahol hasznalni kell a
szamoldgépet, mert a megoldasok nem nevezetes szogek. Ennél a feladatnal figyeljiik
meg, hogy a szogeket radianban vagy fokban adjak meg a didkjaink. Ebbdl lathato, hogy
mennyire mozognak otthonosan az 0j szogmértékben. Befolyasolja-e ket az, hogy az
egyik egyenletben -val, a masikban pedig x-szel jeloltiik a valtozot? Rakérdeznek-e
arra, hogy hogyan kell megadni a megoldast? Ezen megfigyelések utadn kérhetjiik, hogy
akar mindkét mddon irjak fel a megoldashalmazokat iigyelve arra, hogy a radianban valo

megadasnél a periodus 27, a fokokban valé megadasnal pedig 360° legyen.

4.1. Feladatlap (Trigonometrikus egyenletek 1.)

1) Oldja meg az egyenletet a 0 <X <27 intervallumon.

a) sinx=0 b) VZsin(x) =2 €) 2cosx=4/3
d) sin?x=1 e) 4sin?x—3=0 f) sin®x=sinx
g) 2sin®x—sinx—3=0 h) cos?x=1-sinx i) 1-sinx—2sin?x=0

2) Oldja meg az egyenletet, adja meg az altalanos megoldas pontos alakjat.

g

a) sin9=7 b) sin(30) =-1 C) 2sin?@+sin@=0
. ’ = . 1
d) 1+sin@=2cos” @ e) sin©9-1=0 f) S|n26=§

g) 2cos®x+3cosx+1=0 N cos[Zx—%j=—0,5

3) Oldja meg az egyenletet az adott intervallumon.
a) sin(zx)=0,5 a [0,2) intervallumon

b) sin(gj—lzo a [0,87) intervallumon

4) A szamologépet hasznalva keresse meg az egyenlet Gsszes megoldasat.
a) sind=0.84 b) cosx=-0.63 d) 4cos?® x=2sinx+1

A szinusz és koszinusz fliggvények megértése és gyakorlasa utan érdemes csak
foglalkozni a masik két gyakran hasznalt trigonometrikus fiiggvénnyel, a tangenssel és

kotangenssel. Ezek targyalasanal nem elegend6 csak azt mondani, hogy tan X = ——,
COS X

mert ezzel éppen a szemléletességet veszitenénk el. Meg kell mutatni, hogy az
egységkords abrazoldson a tangenst az egységkorhoz az (1;0) pontban huzott érintén, a

kotangenst pedig a (0;1) pontba huzott érintdn tudjuk szemléltetni, ezek az abrak

megtalalhatok a tankonyvekben, ezért itt ezeket nem rajzolom le. Szintén segit, ha egy
abrat készitlink, melyben 6sszefoglaljuk a targyalt trigonometrikus fliggvények eldjeleit
a kiilonb6z6 siknegyedekben, ahogy azt a 2. abran lathatjuk.
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4.2. Feladatlap (Trigonometrikus egyenletek 11.)

1) Szamologép nélkiil, referencia szog segitségével hatirozza meg a kifejezés pontos
értékét.

a) tan (4?”) b) tan (_STﬂj C) cot [777[)

2) Keresse meg az 0sszes valos megoldast. Ahol sziikséges hasznalja a szamologépet.
a) tanx=1 b) 3tanx=—/3 c) tanx=3

d) cotx= % €) tan(3x)=-1 f) cot(2x+%) =0

3) Oldja meg az egyenletet a valds szamok halmazan.
a) sinx—+/3cosx=0 b) sin(x) =sin(2x) C) cos(2x) = cos(3x)

d) sin(x+£j:sin(3x) e) L—cosx:tanx f) tanx-3cotx=2
4 COS X

Megjegyzések

A 2/d) feladat kiilondsen fontos. Olyan szogeket keresiink, melyek kotangens értéke 0,5.
Nem nevezetes sz0grél van szo, tehat fejben nem oldhat6é meg a feladat. Ez a feladat azért
emelkedik ki a tobbi hasonld koziil, mert a szamologépeken nincsen rajta a kotangens
fliggvény inverze, igy ezt a feladatot nem tudjak a didkok egyetlen gombnyomassal
megoldani. Erdemes leirni a feladat tangenses egyenletté valé atalakitdsat, mert gyakran
eléfordul, hogy egy didk ugyan tudja, hogy reciprokot kell venni, de dsszekeveredik a
miiveleti sorrendben, és nem tudja, hogy mikor és minek kell a reciproka.

A 3/b) — d) feladatok megoldasat az egységkdrdn beszéljik meg. Ha a jobb- és
baloldalon ugyanazon szogfiiggvény all, akkor hogyan kell az argumentumoknak
egymashoz viszonyulni, hogy a két oldal egyenld legyen? Ezekre a feladatokra a 6.1-es
feladatsor utolso feladataban is sziikségiink lesz.

A 3/e) feladatban figyeljiink a kikotésre. A 3/f) feladatban se feledkezziink meg a
kikotésekrdl, hivjuk fel a figyelmet arra, hogy az egyenletben szerepld fliggvények
értelmezési tartomanyara mindig figyelni kell erre, még miel6tt elkezdenék rendezgetni
az egyenletet.

5. Szogfiiggvények dabrazoldsa

A szdgfiiggvények egységkoros tanulasa kozben kialakul a fliggvényfogalom, €s innét
konnyen tovabbléphetiink e fliggvények abrazolasara. Egy egyszerii motivalo feladat
lehet, ha az (1;0) pontbdl induld, az egységkdron az dramutatd jarasaval ellentétesen
megvizsgalni, abrazolni. Ezekre a vetitések bemutatisara matematika programot is
irhatunk, de szebbnél-szebb internetes applikaciok is talalhatok. [Touch of Mathematics:
Trigonometry]

A kozépiskolas tankdnyvekben ehhez az anyagrészhez hozzékapcsoljuk az el6zd
évben tanult fliggvénytraszformaciokat, és ezek segitségével tudjuk a trigonometrikus
fiiggvényeket abrazolni. Tapasztalatom szerint a fiiggvények transzformacioja szintén
egy nehéz anyagrész, melyet, ha jol meg is tanultak az el6z6 évben, konnyen feledésbe
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meril. Ezért sziikség van arra, hogy amikor csak lehet, beszéljiink a transzformacios
1épésekr6l. A masodfoku fliggvények targyaldsanal is volt erre lehetdségiink, de a
trigonometrikus fiiggvények abrazolasa még jobb alkalmat nytjt. Nem csak azért, mert
ezek periodikus fliggvények, tehat a horizontalis nyujtas illetve zsugoritas latvanyosabb
valtozas mar, hanem azért, mert az amplitidd, kozépvonal, periddus, faziseltolas
fogalmai a segitségiinkre lehetnek. Ezeket a fogalmakat ritkan vagy hidnyosan targyaljak
a kozépiskolai matematika konyvek, holott két szempontbdl is fontos lenne. Egyrészt ki
kellene hasznalnunk a mas tantargyakkal valo kapcsolodasi pontokat. Fizikdban pedig
ezek a harmonikus rezgémozgasnal és az egyenletes forgdmozgasnal alapvetd
fogalmaknak szamitanak. Masrészt a transzformalt fiiggvények abrazolasdhoz jelentds
tampontokat és ellendrzési lehetdségeket adnak. Ebben a cikkben én most csak ezekre a
fogalmakra ¢és ezek hasznalatara koncentralnék, hiszen a fiiggvénytranszformaciok
hasznalata mar jol bevett modszer. Az 4j fogalmak nem helyettesitik a transzformaciokat,
inkabb azzal parhuzamosan hasznaljuk, egymas megértését és alkalmazasat segitik.

Az alap trigonometrikus fiiggvényeknél vezetjiik be ezeket a fogalmakat. Hétkdznapi
nyelven fogalmazva, a periddus a legrovidebb id6, mely ahhoz kell, hogy a fiiggvény egy
teljes ciklust megtegyen. Kicsit pontosabban, a legrovidebb intervallum, ami utan a
figgvény értékei ismétlédnek. Az amplitadd vagy a periodikus fiiggvény kitérése a
fiiggvény maximum ¢és minimum értékei kozti tavolsag fele. A kézépvonal a maximum
€s minimum értékek kozott huzodik féluton. E vizszintes egyenestdl tér ki a fiiggvény
felfelé és lefelé is egy amplitidoval. Ezeket a fogalmakat a 3. dbrdn szemléltettem. A
faziseltolas fogalmat egy kicsit kés6bb targyalnank, mert altaldban nem azonos a
vizszintes eltolas nagysagaval. Matematika 6ran inkabb maradjunk a vizszintes eltolas

fogalmanal. A gorbék rajzolasakor figyeljiink az aranyokra. Az Y -tengelyen az lTes -1
jelenik meg, az x-tengelyen pedig . Annak érdekében, hogy az abrank aranyos legyen,
tigyeljiink ra hogy » koriilbeliil haromszor akkora, mint az 1.

~4—————— Peridédus=27 ————————p

cos( V"‘ sin(x) /mmpﬁmdé:l
4 N x
I T
- = E”\X/;r \ Arnplitﬁdf):l
=

| <«——— Periodus=2x >

3. abra: Amplitudo és periodus

Az y = Asin(Bx+C)+ D a szinusz fiiggvény altalanos alakja, melybdl meghatarozhato
a figgvény amplitudoja, peridodusa, a vizszintes eltolas nagysaga és a kozépvonal. A
fiiggvénytranszformaciokat vizsgalva lathatjuk, hogy A befolyasolja az amplitudot, B
a periddust, C a vizszintes eltolast befolyasolja, és D a kozépvonalat. A
transzformacié legnehezebb része a vizszintes eltolas. azért, hogy ezt kdnnyebben
érthetévé tegylik, és hogy a masodfoku egyenleteknél targyaltakkal 6sszhangban legyen,
nem a fent leirt altalanos alakot javaslom, hogy vizsgaljuk, hanem helyette tekintsiik
inkabb az y= Asin(B(x—h))+k alakot. Egyesével, példakkal illusztralva beszeljik
meg, hogy mely konstans hogyan és mennyivel befolydsolja a gorbe jellemzdit.
Hasznéljuk a fliggvénytranszformacidkat. Mindez jo alkalmat ad arra is, hogy a
fliggvények abrazolasat gyakoroljuk.
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Ezek alapjan a kdvetkezoket allapithatjuk meg:
Ha y = Asin(B(x—h))+k, akkor
Amplitidé = |A|
Periddus = 2z
|B
Kozépvonal: y =k
jobbra ha h pozitiv

Vizszintes eltolas: h )
balra ha h negativ

Ha ezek megvannak, akkor mar csak arra kell figyelni, hogy mi torténik, ha A vagy B
negativ. Ezek hatdsat én nem szoktam elmagyarazni, mert 6k maguk is rdjonnek a
feladatlapok megoldasa kdzben. A koszinusz fliggvény jellemzése teljesen hasonld a
szinusz fiiggvényéhez. A tangens fiiggvénynél értelemszerlien nincsen amplitudo,
maximum ¢€s minimum, de a tobbi jellemz? itt is segit az adott fiiggvény abrazolasaban.
Itt visszatérnék a fazis-eltolasra. Korabban emlitettem, hogy ez altalaban nem azonos
a vizszintes eltolassal, bar ezt nagyon sok konyvben sajnos azonos fogalmakként kezelik.
A természettudomanyok teriiletén gyakran nem az a lényeg, hogy milyen tavolsagra
mozgatjuk el a gorbét, hanem az, hogyan viszonyul ez a tavolsag a periddushoz. A fenti

1
példaban, ha y =-2 cos[nx+%j+1, akkor a vizszintes eltolas —Z egység, a fazis-

y, . T
eltolas viszont Z .
Nézziink néhany példat.

1) Abrazoljuk az y =3sin (zx —%j —1 fuggvényt. A szinusz gorbe kozépvonala y=-1
lesz, amplitidéja 4, tehat a fliggvény maximuma —14+3=2, minimuma pedig

) 2r . .
—1-3=—4 . Periddusa 7 = 7 . Ezeket kdnnyen le tudjuk olvasni a képletbol. Végiil a
. V2
vizszintes eltolashoz ki kell emelni az x egyiitthatdjat: Y = 3SIH[Z(X—ZJJ—1, tehat

Vs
vizszintesen Z -gyel kell jobbra tolni. Ezekbdl az adatokbol a 4. dbrdn megmutatjuk,

hogyan tudjuk a fiiggvényt abrazolni. Berajzoljuk a kdzépvonalat, valamint érdemes
meghtuzni a maximum €s minimumot jelolé vizszintes egyeneseket is. A kdzépvonalon

bejeldljiik a h helyét, és innét mérve egy periddus hosszat. Erre a szakaszra kell
berajzolnunk a szinusz gorbe egy periddusat, azaz pontosan egy teljes hullamot. Mivel

A ¢ B értékei pozitivok, ezért a szinusz gorbét a (h;k) pontbdl ugy inditjuk, mint
ahogy a y =sinx indul az origdbol.
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y
-------------------------- B e
I I e f I —=x
T I m

- =g 7 T & 27

1 $ . kozépvonal y=—1

/ Periodus=rn
kezdépont

_________________________ | I - SR Min

4. abra: Periodikus fiiggvények abrazolasa 1.

2) Abrazoljuk az y=-2 cos( X+ %j +1 fliggvényt. E16szor megkeressiik a fliiggvény
V1

jellemzdit: a periodusa — =2, az amplitGdoja |-2| =2, a kdzepvonala y=1, igy a
T

fiiggvény maximuma 1+2 =3, minimuma pedig 1-2=-1. A vizszintes eltolas pedig

1 —
i mert x egyiitthatojat kiemelve y=—2COS(7Z'[X—Iljj+1. Az 5. dbran

szemléltettem az abrazolas mentetét.

¥
------------------- S T SRS WVIAX
: Peribdus=2 :
o1 + - e kozépvonal y=1
1 1 } I 1 }
T |1 3| T T T
= -3 B g 12 3
Kezdépont
----------------- O LresssmmmeeseseesessssseseRgpeesessseeseeeeeceer. NG

5. abra: Periodikus fiiggvény abrazolasa 2.
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5.1. Feladatlap (Szogfiiggvények abrazolasa)

1) Hatarozza meg a fliggvény periodusat, amplitudojat, a kdzépvonalat, és a vizszintes
eltolast.

a) y=-3sin4x b) y=2cos(—4x) c) y:3sin%x

9 0 D

y=2+33in(4x+%) y =1-5co0s(x — ) y:%cos(ﬂ—Zx)—4

2) A fiiggvény grafikonjardl allapitsa meg a periddust, amplitadot és kozépvonalat. Adjon
meg lehetséges hozzarendelési szabalyt a fﬁggvényre.

ARA LA
APy =

c) d)

\ 1\ / :

: T T

! I 13
t

3) Rajzolja meg a fiiggvényeket.

a) y =sin(4x) b) y=sin(4x—r)
c) y=tan(§j d) y=2cot(x)+~
e) y=-2sin(4x—7x)+1 f) y_1+35in(2x—%j

9) y=-2cos(2x—x) h)y y=

SSin[ﬂx—z)‘
3
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4) Allapitsa meg a 6. dbrdn megadott fiiggvény hozzarendelési szabalyat kétféleképpen:
szinusz és koszinusz fiiggvénnyel is.
hY

16 +

6. abra: Felmérd kérdés

Megjegyzések a Szogfiiggvények abrazolasa feladatlaphoz

A 3/h) feladat kapcsan érdemes megbeszélni, hogy az abszolut érték ebben az esetben
hogyan befolyasolja a peridodust. Kérjiink meg Oket, hogy mondjanak példat olyan
figgvényre, amikor g(x)=|f(x)| periodusa ugyanakkor marad, mint az f(x)
fliggvénye. Mondjanak olyan példat is, amikor g(x) =| f (x)| periddusa fele akkora lesz
mint f (x) -¢.

Az utolso feladat megint felmérd jellegii. Amikor ezt a feladatot én feladtam, és az
anyagrésszel a diakoknak voltak még problémai, akkor a kovetkezd kérdések meriiltek
fel: ,,Hogyan tudom meghatarozni a periodus hosszat?”, ,,A 9 az akkor most 97 -t
jelent?”, , Hogy lehet a periddus egész szam? Miért nem szerepel benne a 77 2?7, , Tl
kevés az adat ahhoz, hogy a periddust meghatarozzam.” Nagyon Iényeges, hogy ezekre a
kérdésekre ne adjuk meg mi a valaszokat, hanem segit6 kérdésekkel a didkot enged;iik,
hogy raj6jjon a megoldasra. Ha kell, korabbi feladatokra vissza kell térni (példaul a
feladatlap 1/c és 2/c példai).

6. Trigonometrikus egyenlitlenségek

A trigonometrikus egyenldtlenségek megoldasara két lehetdségiink is  van.
Visszatérhetlink az egységkorhoz, vagy a fiiggvény grafikonjat hivhatjuk segitségiil. Ha
van rd id0, akkor érdemes mindkét modot megmutatni. A tankdnyvek altalaban
1

fiiggvényabrazolassal oldatjak meg ezeket a feladatokat. Példaul a sjn [SX_%j <=3

egyenlétlenség megoldasahoz az y =sin [3)(_%) fliggvényt dbrazoljuk a 7. abran, és
megkeressiik azon X értékeket, melyekre a fiiggvény az Y = _E egyenes ala esik. A

nehézség a fliggvény abrazolasaban szokott lenni. Az intervallumon pontos
meghatarozasa az egyenldség megoldasaval lehetséges.
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et

=S S5X——
y .

7. abra: Egyenldtlenség megoldasa fiiggvényabrazolassal

Egy masik megkozelités az egységkdr hasznalataval torténik. A sin [3x _lj < 1

2
egyenl6tlenség megoldasakor, elsé 1épésben helyettesitjiik az argumentumot, legyen

T
a =3X—Z. A 8. dbrdan az egységkor segitségével megkeressiik a koron azokat a

. 1
szogeket melyekre teljesiil a SINa < —E egyenl6tlenség.

N
N

8. abra: Egyenldtlenség megoldasa egységkorrel

Mivel a szinusz fiiggvény 27 szerint periodikus, igy az O -ra felirt egyenlStlenség
Osszes megoldasa

%+2kﬂ'<a<%+2kﬂ', ahol k elJ.

. . 4
Ezutan O helyére visszairjuk a 3X _Z -et,

7—7[+2k7z<3x—£<&+2k7r,
6 4 6

és X-re megoldva az egyenl6tlenséget kapjuk a megoldast
177 2knx 257 2kx
—+ <X< +
36 3 36

, aholk el].
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A kevésbé szépen rajzold didkoknak jobban szokott tetszeni ez az utdbbi megoldasi

moédszer. Természetesen ennek is van nehézsége, mert az & szogre vonatkozo
intervallumot helyesen kell felirni. Az iv végpontjait jelentd két szog nem feltétlentil esik

. 1
a [0;27] intervallumba. Példaul Sin B > 5 megoldasa

_%+2kﬂ£ﬂs%+2kﬂ, ahol k elJ.

Barmelyik modszert valasztjuk, mindenképpen ki kell térnlink tangenses
egyenl6tlenségekre is, a tangens fliggvény értelmezési tartomanya miatt.

6.1. Feladatlap (Trigonometrikus egyenlétlenségek)

1) Oldja meg a valds szamok halmazan

N |-

al) sin(x):% a2) sin(x)zé a3) sin(x) <

b1) cos(3x)=% b2) cos(3x) > b3) cos(3x)s%

N |-
N

cl) ZCOS(4X—%)=’\/§ c2) 2005(4x—%)2

c3) 2cos[4x —fj <
4

dl) tan4x =43 d2) tan4x <3 d3) tan4x>.3
2) Oldja meg a valés szamok halmazan a sin [2)( 4 %j — cos [3)( _%) egyenletet.

Ny

Megjegyzések a Trigonometrikus egyenlétlenségek feladatlaphoz

A feladatokat sorokba rendeztem. Egyenletet mar meg tudnak oldani, annak
megoldasa pedig segiti az egyenl6tlenség megoldasat. A fent emlitett két modszer koziil
engedjiik, hogy a didk a szamara baratsagosabb eljarast hasznalja, viszont a
megoldasahoz tartozé rajznak ott kell lenni minden feladatnal.

A 2. feladat ugyan egyenlet és nem egyenl6tlenség, mégis ennél a résznél ajanlom a
targyalasat, mert itt is hasznalhatjuk a fliggvénytranszformaciot a megoldas soran.
Rajzoljuk fel az y=sinx és Y =COSX fiiggvényeket és kérjiik meg, hogy irjak fel a
szinusz fliggvényt a koszinusz fiiggvény transzformaltjaként. Ez tobbféleképpen is
lehetséges. A felirt 0sszefliggés alapjan at tudjuk irni az egyenlet bal oldalat koszinuszos
fiiggvényre, és igy kapunk egy cosa =cosf vagy sina =sin 3 tipusu egyenletet,
melyet mar korabban megtanultunk megoldani. Tapasztalatom szerint a didkok
egyszeriibbnek talaljak a cosa =cos S egyenletet megoldani, mint a sina =sin g
egyenletet. Jobb, ha igy oldatjuk meg a feladatot, mintha a konyvbdl illetve
fliggvénytablazatban talalhatd szinusz-koszinuszos Osszefiiggést hasznaljuk. Ezzel a
modszerrel gyakoroljuk az alapfiiggvények gyors rajzolasat és a vizszintes eltolast. Ok
magunk tudnak igy egy Osszefiiggést felirni, mely noveli az Onbizalmukat, nem kell
képletekre emlékezni sem.
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7. Alkalmazdsok

Kiilon fejezetet szentelnék az alkalmazéasoknak, mert ezekkel tudjuk felkelteni a didkok
érdeklédését. Gyakran felvetddd kérdés: miért is fontosak a trigonometrikus fliggvények?
Hegyesszogii haromszogekre rengeteg példat talalunk a magyar tankonyvekben és
példatarakban, ezért ezekbdl itt nem idézek. A valds szamokon értelmezett
trigonometrikus fliggvényekre viszont nem nagyon van példa. Két alkalmazast szoktak
emliteni, a harmonikus rezgdmozgast és az egyenletes forgdmozgast. Természetesen
nagyon sok mas példa is van példaul biologiabol, foldrajzbol, miiszaki életbdl is, ne csak
a fizikdra gondoljunk. A kedvenc példdm az oriaskerék, aminek a targyalasa sokkal
izgalmasabb, mintha azt mondandm, hogy elemezziink egy egyenletes forgémozgast.
Ugyanaz, de a megfogalmazasa mégis érdekesebb. Ezt a példat sokféleképpen lehet
varialni, sokféle kérdést lehet vele kapcsolatban feltenni. Természetesen a vizi malom
kerekére is at lehet fogalmazni a feladatot, vagy a kerékparos gyerekek kedvéért a bicikli
kerekére. Torekedniink kell arra, hogy mindenki szamara talaljunk olyan példat, ami
alapjan 6 azt mondja, hogy valdban sziikség van a trigonometrikus fiiggvényekre és
milyen jo, hogy ezt is tudjuk. Ebben a fejezetben Osszegyijtottem néhany példat,
igyekszem széles spektrumat megmutatni az alkalmazasoknak, de természetesen még
sokféle példat lehet talalni. Paul Foerster Precalculus with Trigonometry Concepts and
Applications cimii konyvében ([Foerster 2015]) kiilon fejezetet szentel ezen
alkalmazasoknak. Ezek a feladatok alkalmasak egyéni hazi feladatnak, vagy akar mini-
projektnek, s6t projekt munka is kialakithat6 ezekbdl elindulva. A példak targyalasa soran
lehet6ség adodik arra is, hogy betekintést nyujtsunk a didkjainknak a matematikai
modell-alkotas alapjaiba. Beszélhetiink arrol, hogyan keletkeznek ezek az egyenletek, és
az altalunk felallitott modell vajon mennyire pontosan tudja jellemezni a valosagot.

1) 2014-ig a vilag legmagasabb oriaskereke a Singapore Flyer volt, mely 165 méter
magas, 150 méter atmérdju, egy korforgasa 37 percig tart. A beszallasi platform a
foldtdl mérve 15 méter magasan 6 dra iranyaban van, a kerék az dramutat6 jarasaval
ellentétes iranyban halad. Egy teljes fordulat alatt, mennyi ideig lesz az utas a f61dt61
legalabb 30 méterre?

A feladat megismételhetd mas oriaskerekekkel is. 2014. marciusatol a vilag
legmagasabb oriaskereke a High Roller Las Vegasban. Magassaga 167,6 méter,
atmérGje 158,5 méter, és koriilbeliil 30 perc alatt fordul korbe.

2) Egy 4 méter atmér6jli vizikerék percenként 6-szor fordul korbe. A kerék tengelye a

viz felszine felett 1,5 méterre van. A kerék egy pontjat megjeldljik, hivjuk ezt P
pontnak. 2 masodperccel azutan hogy a stoppert elinditjuk a P pont, az éramutatd

fliggvénynek a grafikonjat, mely leirjaa P pontnak a viz felszinétdl mért tavolsagat
az 1d6 figgvényében.

3) Az eurdpai haztartasokban a fesziiltség az elektromos haldzatban a
V =339sin(100~t) fiiggvénnyel adhaté meg, ahol t az ids masodpercekben. Az
amerikai haztartasokban pedig a fesziiltség V =156sin(120xt) . Hasonlitsa 0ssze a
fesziiltséget a két teriileten a fesziiltségek maximumat és a frekvencidjat (egy
masodperc alatt megtett ciklusok szamat) vizsgalva.

4) Egy allatfaj egyedeinek szama szinuszosan oszcillal: legkevesebb egyedszama 700,
mely januar 1-én volt; legtobb pedig 900 egyed volt jilius 1-én. frjuk le képlettel a
populacié nagysagat a t ids fliggvényében, ahol t jeldlje a hénapok szamat az év
eleje oOta.
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5)

6)

7)

8)

9)

Az egész vilagon a Fundy-6bdlben a legerdsebb az arapaly mozgésa, az apaly és
dagaly kozti szintkiilonbség elérheti a 16-20 métert is, az eddig mért legnagyobb
kiilonbség pedig 21,6 méter volt.

Egy bizonyos pontnal a viz mélysége y= D+ Acos(B(t—C)) méter, t idd

fliggvényében, ahol t az idd éjféltdl orakban mérve. Feltéve, hogy két egymast
kovetd dagaly kozott eltelt id6 12,4 ora, és az apaly és dagaly kozti atlagos
szintkiilonbség 18 méter, valaszoljunk a kovetkezd kérdésekre. Mia D jelentése?
Mennyiaz A értéke? Mennyia B értéke? Mia C jelentése?

Biologusok egy adott éldhelyen €16 ragadozok és zsakmany-allatok egyedszamat
szinuszos fliggvénnyel kozelitik. Az egyik tanulmanyban a nyulak szamat a

R(x) =15000sin (%(X + %j] +25000 fiiggvény irja le. Mig ugyanezen az

éléhelyen a farkasok szamat a w(x) = 20005in[% xj+5ooo fliggvény adja meg.

Mindkét esetben x az idot jelenti, honapokban mérve. A fiiggvényeket dbrazolva,
jellemezze az adott kornyezetben ¢l6 nyulak és farkasok szamat, valamint
egymashoz val6 viszonyukat. [Regent Exam]

A napsugarak beesési szoge (a talajjal bezart szoge) valtozik az év soran. Ennek a
szognek a valtozasa befolyasolja az épiiletek felmelegedését ¢és lehtilését. Egy haz
tetejének talnyulasat ugy tervezik meg, hogy nyaron arnyékolni tudja az ablakot,
viszont télen engedje be a napsugarakat a hazba, hogy azok melegitsék a lakast.
Magyarorszagon a déli napsugar beesési szogét kozelithetjiik a

Beesési sz6g (fokokban) = —23.5cos (3—25 (rx+ 63)j +47

képlettel, ahol x jeldli, hogy az évben hanyadik napnal vagyunk, tehat X=1 jeloli
januar elsejét, X=2 pedig januar masodikat, és igy tovabb. Szamitsa ki, hogy
Valentin napon déli 12 6rakor mekkora a nap beesési szoge. Mikor lesz a legnagyobb
a beesési sz0g az év soran? [Regent Exam]

Az allatok napi ritmusa trigonometrikus fliggvényekkel modellezheté. Bar nincsen
olyan altalanos egyenlet, mely minden napi ritmust leirna, a biolégusok és
matematikusok adatokat gyiijtenek, melyek segitségével megalkotjak a lehetd
legjobb modellt. Tekintsiik a kdvetkez6 képzeletbeli esetet. Tegyiik fel, hogy egy
bizonyos allatfaj testhdmérséklete a nap folyaman valtozik, és a kovetkezd
egyenlettel kozelithetd

- v
T(t) =36.8-1.3sin (E (t+ 2)),

ahol T jelsli a hémérsékletet °C-ban, t jeldli az idét 6rakban, és t=0 tartozik az
¢jfélhez [Biomath]. A kdvetkezd kérdéseket tehetjiik fel a példaval kapcsolatban.
Mennyi a testhdmérséklet éjfélkor? Mennyi a testhdmérsékletet leird fliggvény
periddusa? A nap folyaman mikor éri el a maximumot?

Magyarorszagon a napfénytartam napi osszege julius 4-én a legmagasabb, 10,89 ora,
€s januarban a legalacsonyabb, 0,47 o6ra. Feltéve, hogy a napi napfénytartam
trigonometrikus figgvényekkel modellezhetd, mikor kellene eliiltetniink a kertbe
egy olyan novényt, melynek atlagosan 8 6ra napsiités kell naponta?
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10) A kiilsé hémérséklet értéke egy nap folyaman szinuszos fiiggvénnyel modellezhetd.
Ha a napi hémérséklet 17°C és 30°C kozott valtozik ugy, hogy éjfélkor van 17°C,
mikor éri el a hdmérséklet a 21°C-ot?

Az Orszagos Meteorologiai Szolgalat honlapjarél (met.hu) az orszag
id6jarasarol nagyon sok adat letolthet. Ezeket felhasznalva a fenti feladathoz
hasonl6 feladatokat irhatunk, vagy projektként feldolgozhatjuk. Hasznalhatjuk
példaul, hogy a 1991-t61 2000-ig mért adatok alapjan 10 éves napi atlagokkal
szamolva, a napi kozéphSmérséklet minimuma —1,43 °C, melyet december 26-4n ér
el, a maximum pedig 24,5°C, melyet augusztus 3-an ér el. Nem pontosan egy félév
telik el a minimum és maximum helyek kozott. Hasznalhato-e a szinuszos modell,
ha igen, akkor miért és hogyan? Erdemes az adatokat abrazoltatni, megnézni, hogy
tényleg szinuszos modellt kovet-e a napfénytartam, vagy napi atlaghdmérséklet,
illetve hogy az altalunk kiszamolt érték mennyire illeszkedik a valésaghoz. Az ilyen
feladatok mar projektként kitlizheték az érdeklédd didkoknak.

8. Osszefoglalds

A trigonometrikus fiiggvények tanitdsa sordn nagyobb hangsulyt kellene kapni az
egységkords abrazoldsnak, mert ezaltal mélyiil el a didkok ismerete a trigonometrikus
fiiggvényekrdl. Meg kell teremteniink az atmentet a mechanikus szamolasoktol melyet a
derékszogli haromszogekben alkalmazunk a fiiggvényekig, és el kelleme jutni oda, hogy
figgvényekként tekintsenek rajuk. Az analizis oldalarél alaposabban kell targyalnunk ezt
a témakort. Viszont az sem lenne elegendd, ha csak ez utobbi megkozelitést
alkalmaznank, kutatasi eredmények mutatjak, hogy mindkét modszerre sziikség van, mert
a két targyalasi mod egymast segiti. E témakor tanitdsa nagyon sok kapcsolddasi pontot
nyujt mas matematikai témakorokkel, ezeket mindenképpen érdemes kihasznalnunk.
Ahogy bemutattam, vannak feladatcsoportok, melyek tobbféleképpen is megoldhatok, a
kiilonb6z6 megoldasok szintén elmélyiti a tudasukat. Az utolsoé fejezetben pedig kitértem
arra, hogy a didkok érdeklédésének felkeltésére szamos és igen valtozatos alkalmazast
talalhatunk nem csak derékszogii haromszogekre, hanem a valds trigonometrikus
figgvényekre.
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