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OSSZEFOGLALO. A cikkben az optikai, mechanikai éekEomossagtani
példadkon keresztul mutatom be az elemi, illetve asabb matematikai
mdbdszereket, amelyeket hasznalhatunk a fizikailpnodk megoldasaban.

ABSTRACT. In this paper, | present elementary aigthér mathematical methods
through optical, mechanical and electricity exersithat can be efficiently used for
solving physical problems.

Néhany probléman keresztil szeretném bemutatny holyen matematikai eszkdzéket
hasznalhatunk a fizika oktatdsa soran. Természetesalogatas 6nkényes, vannak kimarado
modszerek (etsorban itt a vektor tveletekre gondolok), és vannak olyanok is, amelgekh
magasabb matematikai ismeretekre van szikség.dbbiakat természetesen csak az emelt
szinti matematikat tanulé didkoknak lehet megmutatni.

1. probléma: Fényterjedés

Felhasznalva a legkisebbsidFermat elvét A fény a legrévidebb idéj palyan mozog.
Ennek harom kdvetkezményét vizsgalhatjuk, amely@kikaz el§ ket trivilis, ezért csak
a harmadikat vizsgaljuk meg részletesebben:

1.1. kévetkezmény: A fény a homogén kdzegben egyeoealban terjed, azaz >
c

minimalis, has is minimalis ¢=allando).

1. 4bra

1.2. kdvetkezmény: A fényvisszadees torvénye: beesési sz6g = visszédési szog
(2. &bra).
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visszavert sugar
beesési méteges

| 1. kbzeg

bee$ sugar Terjedési sebesséwgl:

B
2. &bra 3. 4bra
. Lo . . . sina _ Vv, _ .
1.3. kbvetkezmeény: Snellius-Descartes torveny,tﬁmnys._—ﬁ =—=n,, (3. abra).
sin v, '
Helyezzlk el az abrat egy koordinata rendszerbah).
1. dbra
A fény a hatarfellleten I&E pontban térik meg.
A pontok koordinatéi legyenek a kovetk&z A(a;b) B(¢ d E x0).
Mivel a terjedés ideje: t :£+ﬂ3.
Vl V2
2 2
x-a) + b c- XN+
A pontok koordinatait felnasznalvex) = \/( ) + \/( 3 .
Vl V2
A terjedési id szélgértéket ax szerinti el§ derivaltbol tudjuk meghatarozni:
2(x—a -2(c— X
tr (X) - ( 2) + ( 2) - O .
iy (x-a)+B 2y(c } + d
Az &bra alapjansing = X;? és  sinB= C;ZX .
(x-a)" + 1 (=X +d

igy az i derivalt fliggvénye a kovetkézéppen alakul:
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=0.

. in in
() = sina _ sinf
Vl V2
Ezt atrendezve kapjuk a keresett 6sszefliggést:
sina _ v,

sing v2 2t

2. probléma: Valtakozo fesziiltség effektiv értéke

lgazoljuk, hogy a szinuszosan valtakozo feszulessenuy , = % !

Megjegyzés: A valtakozofesziltség annak az egyeifesegnek az értéke, amely
ugyanazon az ellendllason adott @latt ugyanannyi munkat végez, mint az adott kakté
fesziltség.

A valtakozo fesziiltség a kovetketiiggvénnyel adhaté megl (t) =U, ., Sin(w().

2
A valtakozo fesziiltségdt idétartam alatt végzett munkajaw = U? [At.

A teljes peridédus iél alatt végzett munka ezen elemi munkak 0-t6l Tatf bsszege, azaz
integrélja:
Ty
w :I—dt——Ef U2, sin’(w0) dt= ”‘aXJ'sm (wO) dt (1)

0

Felhasznalva, hogysin® x = % :
Kapjuk a kovetkedt:
x]-l cos( Zw) | u;a{ sirf ﬂu[ﬂ)T o
) R|2 4o g
Rendezve:
. 21T
. sinf 2—T
2 sin( 20T 2 ( j 2
weYne T _SIN(2WT) ) Upp p T AT )| Una T g
R |2 4w R |2 & R 2
Mivel az egyenfesziiltség munkdjads alatt:
U2
wW=—22T (4
ST @
A két munka egyekégélsl adodik, hogy:
U2
U2 — ~ max 5
eff 2 ( )
Azaz: U = Yo (6)
) eff \/E

Természetesen a modszer nem csak a szinuszosakozéltfesziltségre alkalmazhato,
hanem barmilyen ithen peridédikusan valtakozo fesziiltség esetén isoréan jarhatunk el
az aramdisseég esetén is.
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3. probléma: A harmonikus rezgémozgas

Minden harmonikus re#gnozgashoz tartozik egy ugynevezett referencia kagas. A
harmonikus rezg§mozgas rezgésszama (frekvenciaja) és a koérmozgakildtszama is
egyenb, tehat a rezgés szogsebessége a kormozgas sAFEgEhel egyehl A
rezgdmozgas amplitiddja és a kdrmozgas palyajanak sigyaragegyezik.

frezgés: f kdérmozgas ‘[21-[

(")rezgés: W kdérmozgas

.
el NP

8 : 180"
OJ B=0" a0’ 270" faen’
Y

2. abra

Az elébbiek felhasznalasaval és az abrabol adodik, hodparanonikus rezgmozgas
kitérése:
x= Asin(w) (1)
Vizsgaljuk meg, hogyan fligg a harmonikus K@ngzgast végztest sebessége asidl!

3. dbra 7. &bra

A rezg@ test sebessége (az abrabdl):

cosu=— = v=ylcos (2)
Wi

Egyenletes kérmozgas miat:= wd —— v=y [tofw).

A keruleti sebesség és a szogsebesseég kozottifivgges:v, = r [d
v=rbieos(wd) (3

Mivel r = A, ezért a harmonikus re@mozgast végztest sebessége:
v= Albltodwd)  (4)
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Mivel a rezggmozgas valtozo sebessiémozgas, ezért a reggest gyorsulasa sem nulla!
Vizsgéljuk meg, hogyan figg a harmonikus K@mgzgast végx test gyorsuldsa az

idétol!
X3
S
/ PO
N S JEh W y
i (o]
""""""""" ! p a0y Y
4. abra
acp — a korpalyan mozgo test centripetélis gyorsulasa
a— arezg test gyorsulasa (ap x irdnyl komponense)
A rezg) test gyorsulasa (abrardl):
. a
sina =—,
%p
a=-a, [sina.
Egyenletes kdrmozgéas miatt:= w(i .
Centripetalis gyorsulasa,, = r [6°
a=-r [0 in(w) (4)
Mivel: r = A, a harmonikus re#gnozgast végztest gyorsulasa:
a=-Aly 5in(wl) (5)

A harmonikus rezgmozgast végz test gyorsuldsa aranyos a kitéréssel, de azzal
ellentétes irdnyu, ezt fejezi ki a negatiéjel.
Kdz6s koordinata-rendszerben abrazolva a fuggveaty@k abra).
Természetesen az elemi levezetést kivalthatjuk sagamatematikai ismeretekkel.
Mivel a sebesség a kitéréssidzerinti el§ derivaltja, a gyorsulas pedig a masodik, igy
kapjuk, hogy:
x = ACsin(w1) (6)

x(t) = ( Asi(w) = AwOcobwl)  (7)

v(t)
a(t)

x(1) = ( ATsifw)’ = - Aw? Osifwl)  (8)
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5. abra

4. probléma: A sulylokés optimalis szoge

Milyen szdg alatt kell elhajitanunkh magassagbdl, adotto kezdisebességgel a
sulygolyét, hogy vizszintesen a lebiéegnagyobb tavolsagot érjik el? [1]

/”-—\-..\
&/ \\\
e =
N
N
h N
N\
! \
- X s
6. abra

Az 10. abra alapjan a ferde hajitas féigges és vizszintes dsszéitev
—h =, @ kina —% gt (1)
X =\, G tos (2)
Fejezzik ki az iét a (2) egyenletll és helyettesitsik be (1)-be:

g 2
———Xx“—x[ - h=0 3
2v§[¢052ax xHa (9

Oldjuk meg az egyenletet:

2 2
x:VEOsinO( (tosx +\/V—‘; sifa O cosa +Mh (4)
g
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20h
v

2
x:VEO(sina [tosx + cosv sia 3 2k) (5)

Bevezetve ak® = jelolést:

Ezt derivalvan szerint:

ﬁzv—g[—sinza+co§a— simy siRa 3 R+ sifo %Mj (6)

da ¢ Vsin®a 3k

Szél$értéket keresunk, tehég:l—x =0.
a
Megoldva, kapjuk a kovetkér

cos2a 4/ sifa 3 K = K sim - sioO cozx (7)
Ezt négyzetre emelve, majd rendezve kapjuk, hogy:

cosa - sifa = K sifa (8

cot? a =1+ k? (9)
Felhasznalva a kovetk&két azonossagot:
1 : t?
cot’ o +1=— il cofa=—29 (10)
sinfa 1+ cof a
. . V1+Kk?
sina = ill. cosa =

1
NI e W

eredményre jutunk. Ezeket a (5) egyenletbe behebjbte kapjuk a maximalis tavolsagot:

2
xmax=VE°V1+ < (12

Visszairvak? értékeét: Xax = V—g‘;«/vg +2gh (13

Lathatjuk, hogy az elérh&tlegnagyobb tavolsag flgg az indiths magassagétéh e
sulygolyé inditasi sebességet

Eredményeinket tablazatba foglalva kiszamitottuk agimalis szdoget, az elérléet
legnagyobb tavolsagot, valamint dsszehasonlitagép8°®, 45°, 47°-0s szogek esetén az
elérheb tavolsagot. Jdl lathato, hogy valoban a I6Hegnagyobb tavolsagot érhetjuk el. Bar
a 43°-0s és az optimdlis szdgek esetében (tobbIBimi/skezdisebességnél) az eredmények
gyakorlatilag megegyeznek fuggetlenil az inditagasaagatol.
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h (m) h (m) h (m)

Vo
(m/s

optimalig
sz6g

optimalig optimalig

X X X X m X X X X m X X X X
max 43 45 47 szog max 43 45 47 sz6g max 43 45 47

10 | 40,68 |11,841,8311,7911,64 40,28 | 12,0311,99/11,91{11,78| 39,89 | 12,2012,1412,0511,94

11 || 41,34 |14,014,0013,9313,8(| 40,99 | 14,1914,17|14,09/ 13,95 40,65 | 14,3714,33/14,2414,1(

12 | 41,86 |16,336,3716,3016,1¢ 41,56 | 16,5616,54|16,46|16,32( 41,26 | 16,7316,71/16,6216,4]

13 || 42,29 |18,948,9418,8718,7y 42,01 | 19,1219,11/19,04({18,88| 41,75 | 19,3(019,29 19,2019,04

14 | 42,63 |21,7p1,7021,6421,494 42,39 | 21,8921,88|21,81| 21,65 42,15 | 22,0722,06/21,9821,8]

15 | 42,91 24,624,6'24,6]24,4!1 42,70 | 24,8624,85| 24,79 24,61 42,49 | 25,0425,0424,9624,71

1. tablazat
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